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RESUMO

Neste trabalho sao apresentadas solugoes de carater analitico para dois problemas cléssicos
da dinamica de gases rarefeitos, que descrevem os efeitos de um gradiente de pressao ou
de um gradiente de temperatura, na dire¢ao axial de um duto cilindrico, conhecidos como
problema de Poiseuille ou problema creep térmico, respectivamente. As solucoes sao obti-
das mediante o emprego de um método espectral, baseado na utilizacao de uma expansao
truncada em termos de splines ciibicas de Hermite e de um esquema de pontos de colocacao,
na formulacao integral do modelo cinético S, usada para modelar o escoamento do gas nos
dois problemas estudados. A mesma metodologia ja foi empregada anteriormente por Kam-
phorst [KAMPHORST, 2009] e, uma das maiores dificuldades encontradas para viabilizacao
da aplicagao do método, consistiu na avaliagao numérica das integrais envolvidas, isso, de-
vido & complexidade e a existéncia de inimeras singularidades nos integrandos. Assim sendo,
neste trabalho se optou por empregar o esquema de pontos de quadratura de Gauss-Kronrod,
o que resultou em maior eficiéncia na avaliagao das integrais que apresentam singularidades,
se comparado com o esquema de quadratura de Gauss-Legendre, empregado anteriormente
por Kamphorst. Também sao apresentados resultados numéricos para quantidades de inte-
resse fisico dos problemas estudados, obtidos a partir de uma implementacao em linguagem

Fortran, bem como, é realizada a analise dos mesmos.

Palavras-chave: Dinamica de Gases Rarefeitos, Modelo Cinético S, Problema de Poiseuille

e Creep Térmico.
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ABSTRACT

In this project it is presented analytical character solutions for two classical problems of the
rarefied gases dynamic, which describe the effects of a pressure gradient or of a temperature
gradient, in the axial direction of a cylindrical duct, known as Poiseuille or thermal creep
problem, respectively. The solutions are obtained by the application of a spectral method,
based on the use of a truncated expansion, in terms of Hermite cubic splines and a scheme
of points collocation, in the full formulation of the ”S” Kinetic model used for modeling the
gas flow in both investigated problems. The same methodology has already been applicated
previously by Kamphorst and, one of the biggest difficulties found to the viability of the
method application, consisted in a numerical evaluation of the integrals involved, this is due
to the complexity and the existence of many singularities in the integrals. Thus, in this re-
search it was chosen to implement Gauss-Kronrod quadrature points scheme, which resulted
in a greater efficiency in the integral evaluation that presents special aspects, comparing to
Gauss-Legendre quadrature scheme, previously used by Kamphorst. It was also presented
numerical results for quantities of physical interest of the studied problems, obtained from

an implementation in Fortran language, as well as, the analysis is performed.

Keywords: Rarefied Gases Dinamics, S Kinetic Model, Poiseuille and Thermal Creep Prob-

lems.
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CAPITULO 1

APRESENTACAO DO TRABALHO DE DISSERTACAO

1.1 Introducao

A recente evolugao da industria eletronica, das tecnologias de micro e nano-fabricacao,
da engenharia biomédica, entre outras, possibilitaram o surgimento de intiimeras aplicacoes
envolvendo micro e nano-dispositivos que combinam componentes elétricos e mecanicos, co-
nhecidos como sistemas microeletromecanicos (MEMS) e nano-eletromecanicos (NEMS).
Tais dispositivos caracterizam-se por possuirem dimensoes totais da ordem de centimetros,
mas podem apresentar componentes especificos com dimensoes inferiores ao micrometro
e, sao capazes de exercer fungoes como medir (microsensores), analisar, decidir (coman-
dos 16gico-eletronicos) e reagir a respostas do meio (microatuadores), conforme Gad-El-Hak

[GAD-EL-HAK, 2005].

Atualmente é possivel encontrar aplicacoes potenciais dos MEMS e NEMS nas mais
diversas areas, entre elas, acelerometros de airbags, sensores de injecao de ar e sensores
de pressdo na industria de automéveis, de acordo com Krueger [KRUEGER, 2007]; mi-
crobombas implantaveis res-ponsaveis pelo transporte de microfluidos que sao capazes de
diagnosticar agentes patogénicos moleculares como virus, realizar analises bioldgicas e ad-
ministrar doses baixas de medicamentos, Liu [LIU et al., 2008]; sensores de silicio capazes
de medir a altitude e controlar sistemas hidraulicos, sensores para identificar locais de tur-
buléncia ou cisalhamento e atuadores capazes de modificar fluxos ao longo da asa de avides;
redes de sensores fisicos para o controle do meio ambiente, Aubert [AUBERT, 1999]; e,
microtrocadores de calor para, por exemplo, a refrigeracao de microschips, Weng e Chen

[WENG e CHEN, 2008].
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Contudo, o funcionamento dos MEMS e NEMS depende da operacao conjunta de
um grande nimero de componentes e, em alguns casos, o bom desempenho destes micro e
nano-dispositivos estd associado a andlise e descricao do comportamento do escoamento de
um gas em micro ou nanocanal, fato esse, que impulsionou a realizacao de pesquisas nesta
area.

De acordo com Patsisa [PATSISA et al., 2011], pesquisas recentes revelaram que
o comportamento do escoamento de um gés nesta escala pode apresentar muitas diferencas
quando comparado com um escoamento do mesmo gas em escalas maiores. De um modo
geral, a relagdo superficie/volume ¢ significativamente maior em escoamentos de escala muito
reduzida e, por isso, os efeitos de superficie sao mais importantes do que os efeitos de campo
em escoamentos desta escala. Isso resulta em um dominio das forcas viscosas sobre as forcas
de inércia, afetando significativamente a transferéncia de massa, momento e energia. Logo, a
modelagem de escoamentos de gases em micro ou nano canais nao pode ser realizada mediante
a utilizacao das equacoes de Navier-Stokes, utilizadas na mecanica dos meios continuos,
confome Liu [LI, 2008].

A modelagem dos problemas da dinamica de gases rarefeitos em micro e nanocanais
deve levar em conta a composicao microscopica ou molecular da matéria, o que remete a
utilizagdo da Teoria Cinética dos Gases, Ferziger e Kaper [FERZIGER e KAPER, 1972].
Nela, a descricao da dinamica de gases rarefeitos pode ser determinada com a utilizagao
da Equacao de Boltzmann ou equagoes modelo dela derivadas, de acordo com Cercignani
[CERCIGNANI, 1988].

A equacao de Boltzmann estabelece um balanco entre os mecanismos de ganho
e perda de particulas de um gas em um espaco de fase e, se baseia em uma funcao de
distribuicao de particulas que fornece a distribuicao espacial e a distribuicao da velocidade
das particulas do gas em fun¢ao do tempo. Consiste de uma equagao integro-diferencial
que envolve sete variaveis independentes (o tempo, as trés componentes da posigao e as trés
componentes da velocidade das particulas do gas), além de fazer uso de expressoes muito
complicadas para representar o processo de colisao das particulas gasosas.

A complexidade da Equacao de Boltzmann faz com que seja usual a utilizacao
de equagoes modelo dela derivadas (equagoes que fazem uso de expressoes simplificadas

para descrever o processo de colisao das particulas, denominadas de modelos cinéticos).
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Entretanto, mesmo assim, a obtencao de solugoes de cardter analitico estd restrita a descri¢ao
do comportamento da dinamica de gases em problemas fisicamente mais simples e, na maioria
dos casos, formulados em geometria cartesiana.

Em geometria cilindrica, uma possibilidade que viabiliza a aplicacao de metodolo-
gias de cardter analitico consiste no emprego da forma integral de equacoes modelo. Siew-
ert [SIEWERT, 2000] e Siewert e Valougeorgis [SIEWERT e VALOUGEORGIS, 2002]
obtiveram resultados analiticos para dois problemas classicos da DGR, denominados de
Poiseuille e creep térmico (problemas em que o escoamento do gés deve-se, exclusivamente,
a existéncia de um gradiente de pressao ou de um gradiente de temperatura, na direcao axial
do duto, respectivamente), mediante o emprego de uma transformagao proposta por Mitsis
e Ferziger e a posterior aplicacao do método de ordenadas discretas, Barichello e Siewert

[BARICHELLO e SIEWERT, 1999] nas formulagbes integrais dos modelos BGK [BHAT-
NAGAR et al,, 1954] ¢ S [SHAKHOV, 1968], respectivamente. Entretanto, a aplicacao
desta metodologia nao é possivel em pro-blemas fisicamente mais complexos.

Contudo, problemas da DGR em dutos cilindricos de micro e nano-dimensoes mere-
cem uma atengao especial. Segundo Song e Chen [SONG e CHEN, 2008], a quantidade de
interacoes de particulas de gas com a superficie é maior em nanoporos cilindricos quando
comparados com canais planos da mesma espessura. Tal fato justifica-se devido a existéncia
de uma maior proporc¢ao superficie-volume, curvatura e possivelmente maior aspereza nos
nanoporos cilindricos. Como consequéncia, os nanoporos cilindricos funcionam melhor para
conduzir o calor viscoso para fora do canal, o que pode ser interessante para a refrigeracao
de microdispositivos, por exemplo.

Em 2009, Kamphorst [KAMPHORST, 2009], em seu trabalho de tese de doutorado
também apresentou solugoes de carater analitico para os problemas de Poiseuille e creep
térmico a partir do emprego de um método espectral na formulacao integral dos modelos
BGK e S para os respectivos problemas. O método espectral aplicado consiste na utilizagao
de uma expansao truncada em termos de spline cibicas de Hermite, associada a utilizacao
de um esquema de pontos de colocacao e o emprego do esquema de quadratura de Gauss-
Legendre para avaliagao das integrais e, além de se mostrar eficiente na obtencao de solugoes
para os problemas estudados, também forneceu a perspectiva de aplicacao do mesmo a uma

classe mais ampla de problemas da area da dinamica de gases rarefeitos, formulados em
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geometria cilindrica, se comparado com a metodologia anteriormente empregada mediante
a utilizacao da transformacao de Mitsis, .

A solucao apresentada por Kamphorst é dita de cardter analitico, pois apesar de
fazer uso de quadraturas para avaliar numericamente as integrais envolvidas, ela é fechada
para todo valor da componente radial do duto cilindrico.

Kamphorst ainda apresentou resultados numéricos obtidos com a implementacao da
solucao de carater analitico em linguagem Fortran. Nesse sentido, uma das principais difi-
culdades impostas consistiu na avaliacao das integrais envolvidas, visto a sua complexidade
e a presenca de singularidades nos termos integrados.

Posteriormente, Russi [RUSSI, 2011], em seu trabalho de dissertagao, propos o em-
prego do esquema de Gauss-Kronrod [KRONROD, 1965] para a avaliacao das integrais en-
volvidas mediante o emprego do método espectral proposto por Kamphorst [KAMPHORST,
2009] para a obtencao de solugoes dos problemas de Poiseuille e creep térmico, a partir da for-
mulacao integral do modelo BGK. Russi também realizou a anélise dos resultados numéricos
para quantidades de interesse fisico dos dois problemas estudados, obtidos mediante a rea-
lizacdo de implementacao em Matlab. Assim sendo, constatou que, nas solucoes implemen-
tadas, o esquema de quadratura de Gauss-Kronrod é mais eficiente do que o esquema de
Gauss-Legendre utilizado anteriormente por Kamphorst.

Diante desse contexto, pensando em contribuir no sentido de viabilizar a aplicagao do
método espectral proposto por Kamphorst [KAMPHORST, 2009] a uma classe mais ampla
de problemas da dinamica de gases rarefeitos em dutos cilindricos, é proposto neste trabalho,
investigar a utilizagdo do esquema de quadratura de Gauss-Kronrod na implementacao da
solugao de carater analitico obtida mediante emprego da expansao truncada em termos de
splines cubicas de Hermite (associada ao uso de um esquema de pontos de colocagdo) na
formulagao integral do modelo S, usada para descrever o escoamento do gas nos problemas
de Poiseuille e creep térmico em dutos cilindricos retos.

Destaca-se ainda, que solucoes de carater analitico para os dois problemas consi-
derados ja foram obtidas por Kamphorst, também a partir da formulagao integral do modelo
S, sem, no entanto, considerar o uso do esquema de quadratura de Gauss-Kronrod. E, que
neste trabalho, propoe-se ainda, a realizacao da andlise de resultados numéricos obtidos a

partir da implementacao em Fortran.



1.2 Objetivos

Os objetivos que nortearam o presente trabalho estao subdivididos em objetivo geral
e objetivos especificos.
1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho consiste na obtencao e na andlise de resultados
numeéricos para as quantidades de interesse fisico dos problemas de Poiseuille e creep térmico
em dutos cilindricos retos, a partir da implementacao em linguagem Fortran, da solucao de
carater analitico obtida mediante aplicacao de um método espectral na formulagao integral
do modelo S e, o emprego do esquema de quadratura de Gauss-Kronrod.

1.2.2 Objetivos Especificos

Para alcancar o objetivo geral da pesquisa, tém-se os seguintes objetivos especificos:

e Realizar um estudo bibliogréfico referente a aplicabilidade e aos conceitos fundamentais

da dinamica de gases rarefeitos;

e Encontrar solucoes de carater analitico para os problemas de Poiseuille e creep térmico,

a partir do emprego de um método espectral na formulacao integral do modelo cinético

S;

e Empregar o esquema de quadratura de Gauss-Kronrod na avaliagao numérica das in-

tegrais envolvidas;
e Implementar a solugao obtida em linguagem Fortran;

e Obter solugoes numéricas para as quantidades de interesse fisico dos problemas estu-

dados;

e Analisar os resultados numéricos obtidos.

1.3 Definicao do Problema

O estudo de problemas classicos tém se justificado, ao longo dos tempos, princi-

palmente no sentido de viabilizar a investigacao de novos métodos de resolucao, sejam eles



analiticos ou numéricos.

Assim sendo, os dois problemas que sao abordados neste estudo referem-se a dois
problemas classicos da area de fenomenos de transporte, o problema de Poiseuille e creep
térmico, em dutos cilindricos retos.

O problema de Poiseuille diz respeito a descricao de efeitos causados pela existéncia
de um gradiente de pressao ao longo da direcao axial do duto. Nele o escoamento do gas se
deve unicamente a existéncia do gradiente de pressao, escoando no sentido da extremidade
do duto que possui a maior pressao para a de menor pressao. Assim, a extremidade com a
menor pressao sofre um aumento de pressao e, consequentemente, também um aumento da
temperatura; enquanto na outra extremidade ocorre justamente o contrario. Logo, tem-se
também, um fluxo de calor no sentido inverso ao escoamento do gas.

Ja o problema creep térmico diz respeito a descricao de efeitos causados pela ex-
istencia de um gradiente de temperatura ao longo da direcao axial do duto. Nele ha um
fluxo de calor no sentido da extremidade de maior temperatura para a extremidade de menor
temperatura. Consequentemente, ocorre um aumento na pressao do gas na extremidade de
menor temperatura, fato esse que gera um escoamento em sentido oposto ao fluxo de calor.

E, o que se propoe neste trabalho é a analise de resultados numéricos obtidos para
grandezas de interesse fisico dos dois problemas estudados, tais como: o perfil de velocidade,
o perfil do fluxo de calor, a taxa do fluxo do gés e a taxa do fluxo de calor; a partir da imple-
mentacao da solucao de carater analitico obtida mediante o emprego de um método espectral

na formulagao vetorial do modelo S, usado para modelar os dois problemas estudados.

1.4 Estrutura do Documento

O presente trabalho estd organizado em cinco capitulos, os quais destacam a im-
portancia e as ferramentas de andlise necessarias a este estudo.

O capitulo 1 é composto por uma breve introducao relacionada com os problemas
da dinamica dos gases rarefeitos (DGR), ressaltando sua aplicabilidade em MEMS e NEMS,
como fator motivacional para a realizacao deste estudo. Além dos objetivos e a defini¢ao
dos problemas de Poiseuille e creep térmico.

O capitulo 2 aborda aspectos relacionados a modelagem de escoamentos gasosos,

destacando o emprego da equacao de Boltzmann e as equagoes modelo dela derivadas. No
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mesmo capitulo, também é apresentada a formulacao integro-diferencial e vetorial do modelo
cinético S, utilizado na descrigao dos escoamentos estudados nesse trabalho.

O capitulo 3 destina-se a aplicacao do método espectral, baseado na utilizacao de
uma expansao truncada em termos das splines cibicas de Hermite, afim de obter solucoes de
carater analitico para os problemas de Poiseuille e creep térmico. No mesmo capitulo ainda,
sao realizadas algumas consideragoes a respeito da utilizagao do esquema de quadratura de
Gauss-Kronrod na avaliacao das integrais envolvidas na formulacao.

No capitulo 4, sao apresentados e discutidos os resultados numéricos para as quan-
tidades de interesse fisico dos problemas estudados, obtidos a partir da implementacao em
Fortran e sao ressaltados alguns aspectos importantes para a futura implementacao com-

putacional das solugoes. E, por fim, no capitulo 5 encontram-se as conclusoes do trabalho.



CAPITULO 2

MODELO MATEMATICO

Neste capitulo sao abordadas algumas particularidades envolvendo a modelagem de
escoamentos de gases rarefeitos, com um viés voltado para as possibilidades de obtencao
de resultados de carater analitico. Além destas consideracoes, é apresentada a formulacao
integral associada ao emprego do modelo cinético S, usada neste trabalho, para descrever o
escoamento de gases rarefeitos em dutos cilindricos retos nos quais existem gradientes axiais
de pressao ou de temperatura, denominados de problemas de Poiseuille ou creep térmico,

respectivamente.

2.1 Modelagem da Dinamica dos Gases Rarefeitos

E comum associar a modelagem do escoamento de gases ao seu estado de rarefacao
a partir da utilizagao de um parametro adimensional conhecido como nimero de Knudsen
(K,). O nimero de Knudsen pode ser definido pela razao entre o livre caminho médio [ e

um comprimento caracteristico do escoamento a,, conforme Williams [WILLIAMS, 2001],
K,=—. (2.1)

O comprimento caracteristico normalmente é associado ao diametro do escoamento
(caso o escoamento esteja delimitado por um duto cilindrico). Ainda na Eq. (2.1), o livre
caminho médio [ corresponde a distancia média percorrida por uma particula do gas sem
sofrer colisao com outra e, depende do tamanho e da velocidade das particulas gasosas
consideradas. Na figura (2.1) é apresentado o duto cilindrico em fungao do comprimento e

do diametro. Entretanto, a literatura dispoe de expressoes para avaliacao do livre caminho



Figura 2.1 — Livre Caminho Médio e Comprimento Caracteristico

médio de um gas mediante a sua viscosidade ou sua condutividade térmica. Segundo Loyalka
e Hickey [LOYALKA e HICKEY, 1989], o livre caminho médio pode ser definido em termos

da viscosidade p., a partir da expressao

(QkBTo/mo)l/Q
em que, kg = 1,380658 x 1072 é a constante de Boltzmann, mg ¢ a massa de uma particula
do gas e, pg e Ty sao, respectivamente, a pressao e a temperatura do gas. Loyalka e Ferziger

[LOYALKA e FERZIGER, 1968|, por sua vez, usaram
1 = [4X/(5noks)|[mo/ (2ksTy)] 2, (2.3)

em que, A e ng correspondem, respectivamente, a condutividade térmica e a densidade
molecular (nimero de moléculas por unidade de volume).

Segundo Kakag, Vasiliev, Bayazitoglu e Yener [KAKAC et al., 2005], considerando
o caso em que se admite que as particulas do gas tenham o comportamento semelhante a

esferas rigidas durante o processo de colisao, é possivel associar o nimero de Knudsen ao



10

numero de Reynolds

Usos
Re — [10Y4 (2.4)
fs
e ao numero de Mach
Uso
Ma = , 2.5
a /,-)/R*T ( )
mediante a expressao
™\ /2 Ma
K, = (—) el 2.6
2 Re (2:6)

Na Eq. (2.5), o termo Uy, corresponde a velocidade do escoamento gasoso, y repre-
senta a razao entre os calores especificos do gas e na Eq. (2.5) R* é a constante especifica
do gas.

Também é comum associar o estado de rarefacao de um gas ao seu parametro de

rarefacao, definido por

B Pa,

Y
HUm

J

(2.7)

em que v, ¢ a velocidade média de escoamento e P correspondem a pressao do gés, respec-
tivamente. Sharipov e Seleznev [SHARIPOV e SELEZNEV, 1998], ainda definem o nimero

de Knudsen em funcao do parametro de rarefacao, afirmando que

_ V2l

Ky
20

(2.8)

Assim sendo, Karniadakis e Beskok [KARNIADAKIS e BESKOK, 2002] definem

quatro regimes para o estado de um géas em funcao do nimero de Knudsen:

e Continuo: para K, < 0,01;
e Slip-flow: para 0,01 < K,, <0, 1;
e Transicao: para 0,1 < K,, < 10;

e Moléculas Livres: para K, > 10.
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No regime continuo (ou hidrodindmico) o livre caminho médio é muito menor do
que o comprimento caracteristico do escoamento e, neste caso, 0 meio gasoso se comporta
como um meio continuo, o que remete ao emprego das classicas equacoes de Navier-Stokes,
Roy et. al. [ROY et al., 2003] (conjunto de equagoes diferenciais parciais acopladas para
o campo de velocidade do gés e de outras grandezas macroscopicas como, por exemplo, a
temperatura e pressao), juntamente com condi¢oes de nao deslizamento e nao existéncia de
salto de temperatura.

No regime slip-flow a modelagem dos problemas também pode considerar o emprego
das Equagoes de Navier-Stokes. Porém, neste caso, faz-se necessario o uso de condicoes
de contorno que incluam os efeitos de deslizamento e de salto de temperatura (efeitos de
rarefacao que se devem, respectivamente, as diferencas entre as velocidades e as temperaturas
do gés em contato com a parede do canal e do gas que estd proximo da parede).

No regime de transicao o escoamento gasoso se caracteriza por apresentar efeitos
de rarefagao moderados e pelo fato de que as interagoes do gas com a superficie sélida que
delimita o escoamento passam a ser importantes, em virtude da magnitude do livre caminho
médio ser da mesma ordem do comprimento caracteristico. Enquanto que um escoamento no
regime de moléculas livres se caracteriza por ser altamente rarefeito e apresentar interacoes
do gas com a superficie muito mais frequentes do que as colisoes entre particulas, o que se
deve ao fato, de que neste regime, a magnitude do livre caminho médio ser muito maior do
que o comprimento caracteristico. Nestes regimes (transicao e moléculas livres) a hipdtese
do fluido ser considerado um meio continuo deixa de existir, devendo ser considerado a
composi¢ao microscopica ou molecular da matéria, na qual a descricao da dinamica do gas
se da através de recursos estatisticos.

Assim sendo, sob a hipdtese de que o géas seja suficientemente rarefeito para que
apenas colisoes moleculares bindrias sejam importantes, o tratamento da teoria cinética
infere que a dinamica do gas pode ser descrita por apenas uma equacao, a Equacgao de
Boltzmann (EB).

A EB consiste de uma equagao integro-diferencial bastante complexa que se baseia
numa funcao de distribuicao de velocidades das particulas gasosas, que é véalida para todos os
regimes/estados de rarefacao, inclusive no regime continuo onde habitualmente sao utilizadas

as Equacoes de Navier-Stokes.
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Cabe salientar ainda, que os efeitos de rarefagdo tornam-se mais importantes em
escoamentos que apresentam os maiores nimeros de Knudsen, fato este que esta relacionado
com valores de livre caminhos médios grandes e/ou ao fato de que o escoamento esteja deli-
mitado por um microcanal. Segundo Bahukudumbi, Park e Beskok [BAHUKUDUMBI et al.,
2003], a maioria dos dispositivos MEMS funciona nos regimes de slip-flow e de transigao,
porém, com a crescente miniaturizacao dos componentes de dispositivos, em breve, se podera
ter a maioria dos escoamentos nos regimes de transicao e de moléculas livres, o que, conse-

quentemente, remete ao emprego da EB ou de formas simplificadas desta equacao.

2.2 Equagao de Boltzmann

A Equacao de Boltzmann (EB) foi introduzida por Ludwig Boltzmann na teoria
cinética dos gases em 1872. Ela estabelece um balanco entre os mecanismos de perda e
ganho de particulas em um volume qualquer no espago de fase, sendo constituida por uma
fungao de distribuicao f(t,s,c), que contém informagdes sobre a distribuigao espacial s e
sobre a distrbuicao ¢ da velocidade das particulas do gas em um determinado instante de
tempo t.

Considerando a hipdtese de moléculas serem monoatomicas, sem carga elétrica, sofr-
erem apenas colisoes binarias e se comportam como esferas rigidas, a EB pode ser escrita na

forma [WILLIAMS, 2001]

0 0 /
(s ) ke f(ts,e) = J(f ) (29)

7 ~ . . o~ . . . . o~ .~
em que f(t,s,c) é a fungdo de distribuigdo, f indica distribuigdo antes da colisdo e f
. . . o~ , . o~ /
a distribui¢do apds a colisao, enquanto que o termo J(f, f) corresponde ao operador de
colisao (expressdo usada para descrever o processo de colisdo e suas consequéncias), dado

por

J(f/,f):///W(c%c/;clécll)

x [f(t,s,c)f(t,s,c;) — f(t,s,c)f(t,s, c1)|deide;de, (2.10)

. , .. . / / N .
sendo c e ¢; as velocidades pds-colisionais e W(c — ¢ ;¢; — ¢;) a freqiiéncia de espalhamento
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diferencial para a colisdo entre dois corpos de velocidades pré-colisionais ¢ e c/l.

De acordo com Williams [WILLIAMS, 2001] A modelagem dos problemas da DGR
exige, ainda, o emprego de condicoes de contorno apropriadas. Nesse sentido, uma alternativa
consiste na utilizagao do modelo de Maxwell, que especifica a forma como as particulas do géas
interagem com a superficie que delimita o escoamento, através da utilizacao de coeficientes
de acomodacao térmica e de momento tangencial que representam a fracao de particulas que
é refletida difusamente pela parede. Conforme Williams [WILLIAMS, 2001}, de um modo

geral, a condicao de contorno para uma superficie localizada na posicao s é dada por

—c-nf(t,s*,c) = / ¢ -nl'(s*,c = c)f(t,s*,c)dc, c-n>0 (2.11)

cn>0

em que n é um vetor unitdrio normal ao contorno, I'(s*,¢ — ¢) é a probabilidade de uma
particula que colide na superficie s* com velocidade ¢ ser refletida com velocidade c.

A aplicacao da EB a problemas para os quais a natureza molecular da matéria
nao pode ser desprezada deu origem a linha de pesquisa da Dinamica dos Gases Rarefeitos
(DGR). Dentre os temas que impulsionaram o desenvolvimento desta drea estda a aeroter-
modinamica espacial, o desenvolvimento de sistemas de vacuo e de nano e microdispositivos,
entre outros Sharipov e Selenev [SHARIPOV e SELEZNEV, 1998].

Além de considerar a natureza molecular da matéria, a EB também se diferencia das
equacgoes de Navier-Stokes pelo uso das incognitas. A EB faz uso de uma fungao incégnita de-
nominada funcao de distribuicao de particulas que, uma vez conhecida, fornece as principais
propriedades macroscépicas do géas a partir do calculo de médias apropriadas. Nas equacoes
de Navier-Stokes, por sua vez, as incognitas ja correspondem as propriedades macroscépicas
do fluido.

Outro fato que diferencia a EB das equagoes de Navier-Stokes consiste na abrangéncia
dos escoamentos gasosos na qual ela pode ser empregada, pois enquanto as equacoes de
Navier-Stokes podem ser aplicadas apenas em problemas nos quais é possivel admitir que o
comportamento do escoamento gasoso seja semelhante a de um meio continuo, a EB é valida
em todos os regimes de rarefagao, inclusive no regime continuo, Gad-El-Hak [GAD-EL-HAK,
2005].

Contudo, nos regimes continuo e slip-flow, o emprego das equagoes de Navier-Stokes

tém facilitado a aplicagdo de metodologias de cardter analitico e/ou métodos numéricos,
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Sharipov e Seleznev [SHARIPOV e SELEZNEV, 1998]. Isso se justifica pela complex-
idade da EB, uma equacdo integro-diferencial, originalmente nao linear (o que pode ser
observado no operador de colisdo), que envolve sete varidveis independentes (trés compo-
nentes da varidvel espacial, trés componentes da velocidade e o tempo), além de fazer uso
de uma complicada estrutura para descrever o processo de colisao entre as particulas e suas
conseqiiéncias. Logo, a obtencao de solucoes analiticas e até mesmo numéricas, para os

problemas da DGR, a partir da EB, é muito restrita.

2.3 Equacgao Linearizada de Boltzmann

Uma alternativa que pode ser empregada nos casos em que o escoamento do gas
estd ao ponto de equilibrio ou em regime permanente, consiste em escrever a funcao de
distribui¢do em termos de uma fungao de perturbacao h(s,c) da distribuicdo Maxweliana

fo(s,c), de modo que se tenha

f(s,c) = fo(s,c)[1 + h(s,c)]. (2.12)

Assim, substituindo a Eq. (2.12) na Eq. (2.9), é possivel obter a Equacao Linearizada de
Boltzmann (ELB).
Para a obtengdo da ELB unidimensional (na diregdo z), por exemplo, inicialmente

a funcao de distribuigao de particulas f(x,c) é escrita na forma
f(z,c) = fo(c)[1 + h(x,c)], (2.13)
onde h(z,c) corresponde & perturbagao causada a distribuigao Maxwelliana
fole) = no[mo/(QWkBTo)]B/Qefca (2.14)

na qual ng ¢ a densidade molecular, mgy é a massa de uma particula de gas, kg ¢ a constante
de Boltzmann e Ty é a temperatura do gas. Ainda, adimensionalizando a varidvel espacial

em termos do livre caminho médio [, de modo que se tenha

: (2.15)
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a ELB unidimesional, em coordenadas cartesianas, pode ser escrita na forma [BARICHELLO

e SIEWERT, 2003]
a & & o / ! ’ / / /
Cx%h(T, c) +eh(r,c) = evr_3/2/ / / e h(r,¢)K(c ,¢)dc,dc,dc, + S(c). (2.16)

Na Eq. (2.16), o termo nao homogéneo S(c) corresponde ao termo fonte, K (c ', c) é

o nucleo de espalhamento das particulas do gas e,
€ = o2nor'/l, (2.17)

sendo o o didmetro molecular.
Para a hipotese das particulas se comportarem como esferas rigidas durante o pro-
cesso de colisao, o nicleo de espalhamento K (c/, c) exato pode ser expandido em termos de

fungoes de Legendre [PEKERIS e ALTERMAN, 1957], na forma

K(e,) = 1= 5057 (24 1) 2~ o) B () P () bl ) cosm (€~ ), (2.18)

n=0 m=0

na qual

(1) SZP) 0z m (219)

sao as fungoes normalizadas de Legendre e, P,(u), s@o os polinémios de Legendre de ordem
n.

Na Eq. (2.18) sao usadas as coordenadas esféricas (¢, arccos i, &) para definir o
vetor velocidade. Na mesma equagao, os termos k,(c’, ¢), presentes na expansao do ntcleo
sao apresentados por Barichello e Siewert para n = 0,1,2,3 [BARICHELLO e SIEWERT,
2003]. Tais expressoes caracterizam-se pelo fato de a igualdade k,(c/,c) = k,(c,c) ser
valida para todo n e por possuirem derivadas descontinuas em ¢ = ¢/. Tais singularidades
impoem dificuldades do ponto de vista analitico e numérico, para resolver a ELB, razao
pela qual outras abordagens tém sido propostas, na teoria cinética dos gases, no sentido de
simplificar a expressao usada para descrever o nicleo de espalhamento, mas que conservem
as propriedades fisicas do processo de colisao, tais como a conservacao de massa, momento e

energia. Tais aproximacgoes dao origem as chamadas equacoes cinéticas ou equagoes modelo.
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2.4 Modelos Cinéticos

Como mencionado anteriormente, os modelos cinéticos consistem de expressoes sim-
plificadas usadas para descrever o nicleo de espalhamento K (c,c’), presente na formulacao
da ELB. Tais aproximacoes dao origem as chamadas equagoes cinéticas ou equagoes modelo.

De acordo com Siewert [SIEWERT, 2002], para o caso do modelo de esferas rigidas,
os nucleos de espalhamento correspondentes aos modelos cinéticos BGK [BHATNAGAR
et al., 1954] e S [SHAKHOV, 1968], podem ser escritos simultaneamente pela expressao

/ / 2 (. 3 3 /
K(c,c):1+20-c+§(c2—§) (02—§)+,8M(c,c), (2.20)

com

M(c,c) = %c/ e (c’2 - g) (02 - g) : (2.21)

Nesse contexto, o nicleo de espalhamento do modelo BGK corresponde & Eq. (2.20) com
o parametro S = 0, enquanto que para o modelo S o valor é 8 = 1. Logo, percebe-se que
o modelo S inclui uma ordem superior para a expansao usada para descrever o nicleo de
espalhamento.

Segundo Barichello e Siewert [BARICHELLO e SIEWERT, 2003], atualmente sao

varios os modelos cinéticos que vém sendo empregados na descricao da DGR, entre eles:

e BGK, Gross-Jackson, S e MRS, empregados para descrever a dinamica do escoamento

de um géas com frequéncia de colisao constante;
e CLF, CES e CEBS, para gases com frequéncia de colisao variavel;
e McCormack, usado em misturas gasosas.

Historicamente, a utilizacao de equagoes modelo tém viabilizado a obtencao de
solugoes analiticas, particularmente, nos problemas fisicamente mais simples e, em geral,
formulados em coordenadas cartesianas.

Em problemas da DGR em geometrias cilindricas uma alternativa usada, no sentido
de viabilizar a aplicagao de técnicas semi-analiticas, tém consistido no emprego da forma

integral de um modelo cinético, ao invés de sua forma integro-diferencial.
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2.5 Formulagao Integro-Diferencial do Modelo Cinético S

Para escoamentos de gases rarefeitos no regime permanente e formulados em geo-
metria cilindrica, a formulacao integro-diferencial obtida a partir do emprego do modelo
cinético S, pode ser encontrada em Siewert e Valougeorgis [SIEWERT e VALOUGEORGIS,
2002]. Tal formulagao ¢ escrita em termos da fungao de perturbagao h(r, &, c., ¢), na qual r
é a componente radial e, £, c¢,, ¢ sao componentes do vetor velocidade, conforme indicado

na figura (2.2).

Figura 2.2 — Vetor Velocidade ¢ de uma Particula de Gas

Na figura (2.2), ¢ denota o vetor velocidade e, ¢, é sua componente na dire¢ao axial
do duto, ¢ sua componente na diregao radial e ¢ sua componente angular.
Assim sendo, segundo Siewert e Valougeorgis [STEWERT e VALOUGEORGIS, 2002],

a equacao cinética integro-diferencial do modelo S, para aplicacoes em geometria cilindrica,
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COS 0 — seng 0 r,& c = g 3/2 r.&, c c

na qual o termo integral é
I e e /2 ro ’ ’ roor ’
Lliinend) = [ [ [T e hing k(e s o g icao (2.23)
0 —o0 J0
e o termo nao homogéneo é

Qs(&;cz) = —calky + ka(€" + c2 = 5/2)], (2.24)

sendo ki e ko constantes que, para o problema de Poiseuille sao definidos por k1 =1e ks =0
e, para o problema creep térmico sao k; = 0 e ko = 1, Siewert e Valougeorgis [SIEWERT
e VALOUGEORGIS, 2002]. Ainda, na mesma formulacao, o nicleo da integral é definido

sendo

/

K(c :c)=1+2[c.c. +EEcos(d — @)+ (2/3)(c? —3/2)(* —3/2) + M(c :c), (2.25)

onde

i

M(c :¢) = (4/15)[c.c. + E € cos(d — @) + (¢ —5/2)(? — 5/2). (2.26)

Siewert e Valougeorgis [SIEWERT e VALOUGEORGIS, 2002] também apresentam

as condigoes de contorno

h(R,&, c,,0) = aD + (1 —a)h(R, &, c., o+ 7), ¢ € [n/2,7] (2.27)

h(R,&,c.,¢) =aD+ (1 —a)h(R, &, ¢, —m), ¢ € [m,3m/2]. (2.28)

Nelas, a corresponde a fracao de particulas do gas refletidas difusivamente apds colidirem

com a superficie solida do duto que delimita o escoamento do gés e, a constante D é dada
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por

_ 2 /2 o o o —c2 .9
D= - </0 +/37r/2> /—oo/o h(R,&,c,, @)e™“ & cos(p)dEde,de. (2.29)

Neste contexto ainda, as quantidades de interesse fisico sao: o perfil de velocidade

2T ') (')
u(r) = 7 / / / e h(r, €, s, B)entdedesdd (2.30)

e o fluxo de calor

27 00 00
q(r) = 7T3/2/0 /_ /0 6702(02 —5/2)h(r,&, c., ¢)c.£dEdc,do. (2.31)

Logo, percebe-se que as quantidades de interesse fisico, u(r) e q(r), dadas pelas Eqs.
(2.30) e (2.31), dependem da avaliacao completa da fungao incégnita h(r, &, c,, ¢), da Eq.
(2.22).

A equagao cinética indicada na Eq. (2.22), juntamente com as condigoes de contorno
apresentadas nas Eqs. (2.27) e (2.28), dependem da varidvel espacial r € [0, R] que esta
adimensionalizada de modo que R corresponde ao parametro de rarefacao anteriormente
definido na Eq. (2.7). Logo, considerando a Eq. (2.8), para a formulagao apresentada
tém-se

N3

= 2.32
R e (2.32)

Salienta-se ainda, que a equacao do modelo cinético S se diferencia da equacgao do
modelo BGK pela presenca do termo M(c : c) indicado na Eq. (2.26). Outra diferenca
marcante entre as equacgoes cinética mencionadas consiste no fato da primeira possibilitar
uma abordagem vetorial.

Para se obter a formulagao vetorial (integro-diferencial) relativa a equagao cinética
do modelo S, a partir da Eq. (2.22) e das condigoes de contorno indicadas nas Eqs. (2.27) e
(2.28), inicialmente, a Eq.(2.22) é multiplicada por

$1(c.) = c.e™® (2.33)
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e integrada em todo o c,, de modo que se tenha

0 _ seng 0 . _ . 4
{g (Cosgba(r) ; a(¢)>+1] hi(r, &, ¢) = Lglhi, ho](r, &) + a1(£), (2.34)

em que

L[y, h)(r,€) = / / aa (€. O € &) + Fral©)ha(r € 6 dE ds (2.35)

com

fra(€,0) =14 (2/15)(€* = 1)(& - 1) (2.36)

Fra2(€) = (1/5)(2/3)1%(€? — 1), (2.37)

Na Eq. (2.34), tem-se ainda

ha(r.€,0) / T g, e, d)eade (2.38)

a1 (&) = —(1/2)7" 2 [k + ko (€2 — 1)]. (2.39)

Posteriormente, a Eq. (2.22) também é multiplicada por

da(cs) = (2/3)2c.( — 3/2)e % (2.40)

e integrada em todo o ¢, de modo que se tenha

{5 (cos¢ a?r) - SG;W a&)) + 1} ha(r,€,6) = Ls[hy, ho](r) + as, (2.41)

em que

L[y, ho)(r / / U fon(E i (r.€ . 68) + fasha(r € §)EdEdS (2.42)
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Fan(€) = (1/5)(2/3)%(€* — 1)

fo2(€§) =1/5.
Na Eq. (2.41), tem-se ainda
ha(r,€,¢) = (2/3)"? /Oo ™ (e = 3/2)h(r,&, ¢z, §)ende,

ag = —<37T/8)1/2k2.

Assim sendo, a partir das Eqgs. (2.34) e (2.41) é possivel escrever

€ (cosogs = 0505 ) + 1| B €0) = L) + A

em que
1 2 o /2 / N S
Lo(rn6) = 1Qs(@) [ [ e QEEOM(E )¢ de s

com

e [ (2/15)2(€ — 1) 1 ] |

(1/5)12 0

E, as condigoes de contorno passam a ser escritas na forma

H<R757¢) = (1 - @)H(R,f, ¢ + 71'), ¢ € [W/277T]7

H(R,¢,¢) = (1 —a)H(R,§, ¢ —7), ¢ € [m37/2].
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(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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Na formulagao vetorial apresentada, o vetor H(r, £, ¢) é composto pelas componentes
hi(r, &, @) e ha(r, &, @), das Eqgs. (2.38) e (2.45). Enquanto que os termos a;(£) e aq, indicados
nas Eqgs. (2.39) e (2.46), constituem o vetor A(§).

Considerando ainda, a propriedade de simetria

H(r &, 2r —¢) =H(r, &, 6), ¢ €]0,7], (2.52)

para todo o r e £, usando p = cos¢ para ¢ € [0, 7] e, definindo

I(r,&, p) = H(r,§ arccos ), p € [-1,1], (2.53)

é possivel reescrever a Eq. (2.47) na forma

9, 1—p? 0 Le(r
(1 + ) 1] ) = Ls.9) + A0 (254

na qual

/

Ls(r.€) = 2Qs(¢ /_1/ V(€ )e dg(_dw. (2.55)
Enquanto que as condigoes de contorno passam a ser escritas na forma
IR, & —p)=(1-a)l(R,¢ pn), pel01] (2.56)
Por fim, multiplica-se a Eq. (2.54) por Qg' () e, define-se
G(r,& 1) = Qg (OL(r, &, p). (2.57)

E, assim, obtém-se a formulagao vetorial, integro-diferencial, associada ao modelo cinético
S para geometria cilindrica deduzida por Siewert e Valougeorgis [SIEWERT e VALOUGE-
ORGIS, 2002],

(i + ) i Gen = [ [T 0GE i+ 259
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na qual
/ 1/2
po | 520k, (2.59)
2 ky
e
2 2
U p) = WQE(QQ(Q@_& (2.60)
e, a condicao de contorno é
G(Ra€7 _,U) = (1 - Q)G<R7 57:“)7 e [07 1] (261)

A Eq. (2.58), juntamente com a condigao de contorno indicada pela Eq. (2.61),
correspondem a formulagao integro-diferencial usualmente utilizada nas aplicagoes do modelo

S em geometria cilindrica.

2.5.1 Formulacao Integral do Modelo Cinético S

A formulacao Integral do modelo cinético S foi deduzida por Siewert e Valougeorgis
[SIEWERT e VALOUGEORGIS, 2002] a partir da aplicacdo do método das caracteristicas
na equagao integro-diferencial do modelo cinético S, indicada na Eq. (2.58). Esta consiste

da equacao integral e vetorial
R
Z(r)=B(r)+ T+ / tK(t — r)Z(t)dt, (2.62)
0

para r € [0, R]. Nela, o ntcleo da equacao é definido por

K(t—r)= % /Ooo e T Fy(t/ T, r/T)A(T)CTl—; (2.63)

sendo

B In(t/T) Ko (r/T), se t<r
Folt/mr/m) = Ko(t/7) Iy (r/7), s t>r (264)
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A(T) = Ag + Ao(72) + Ay(h). (2.65)

Na Eq. (2.64), os termos [o(z) e Ko(z) correspondem as fungoes de Bessel modi-
ficadas de ordem zero, de primeira e segunda classe, respectivamente. Note ainda, que a
expressao indicada na Eq. (2.64) nao é definida nos casos em que t = r, fato esse que remete
a existéncia de singularidades no nucleo da equagao indicado na Eq. (2.63).
Na Eq. (2.65) tem-se
3/10 —(1/30)/2

Ay = : (2.66)
—(1/30)1/2 1

A, — —2/15  (2/15)Y/2 | (2.67)
(2/15)1/2 0

2/15 0
0 0

4

(2.68)

O termo nao homogéneo T', presente na Eq. (2.62), correspondente ao termo fonte

12 | (15/2)Y2k
A T R , (2.69)
2 .

no qual k1 e ko sao constantes definidas de modo que para o problema de Poiseuille tem-se
ki =1 e ky =0 e, para o problema creep térmico tem-se k; =0 e ko = 1.

Ainda na Eq. (2.62), o primeiro termo nao homogéneo é definido pela expressao

1 00
BO) = [ [ W€ nFIE o, (o] exp(—su(r, . ) (2.70)
-1Jo
que depende da condicao de contorno de superficie refletora

F(gnu) = (1 - a)G(R7£aN)7 IS [O’ 1] e € [07 OO] (2'71)
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A expressao B(r) ainda depende da funcao caracteristica

2

WS p) = ng(S)QS(§)§€_£Qa (2.72)
na qual
2/15)12(¢2 - 1) 1
Qse) = | BT mD exe
(1/5)1/2 0
além da expressoes
po(t,r, 1) = %(t2 — 2 4 r?p?)l? (2.74)
e
so(r, &, ) = [(R? = r® + 72 p?) 2+ rpa] /(6), (2.75)

Nesse contexto, a obtengdo da fungao incégnita Z(r), que satisfaz a Eq. (2.62),

torna possivel o calculo das quantidades de interesse fisico, tais como o perfil de velocidade
ury =70 1] G0 (2.76)
e o perfil do fluxo de calor (do inglés heat-flow profile)
a(r) = [15/(2m)2 [ 1 0 | G(r), (2.77)
sendo
G(r)=Z(r)-T (2.78)

Bem como, a taxa de fluxo do gas (do inglés particle-flow rate)

4 R

U=—
R3 J,

u(r)rdr (2.79)
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e a taxa do fluxo de calor

R
Q= %/o q(r)rdr. (2.80)

As expressoes indicadas para a determinacao das quantidades de interesse fisico sao
validas tanto para o problema de Poiseuille como para o problema creep térmico, sendo que
a unica diferenca existente consiste no emprego adequado das constantes k; e ko do termo
fonte, I', indicado na Eq. (2.69) e presente nas Eqgs. (2.62) e (2.78).

Em relagao a condigao de contorno indicada na Eq. (2.71), ainda vale relembrar que
(1 — «) corresponde a fracao de particulas do gas que é refletida especularmente apds colidir
na superficie solida que delimita o escoamento gasoso e, a fragao restante, a, é refletida
difusamente. Assim sendo, para os casos em que se pode admitir que as paredes sélidas do
duto refletem as particulas do gds de modo perfeitamente difuso (com o = 1), a condi¢ao
de contorno indicada é nula e, consequentemente, o termo nao homogéneo definido na Eq.
(2.70) também é nulo, caso que simplifica consideravelmente a formulagao e, que sera o foco

deste trabalho.



CAPITULO 3

APLICACAO DO METODO ESPECTRAL

Apresentado e definido o modelo matematico, buscar-se-a neste capitulo, apresen-
tar solucoes de carater analitico para os problemas de Poiseuille e creep térmico em dutos
cilindricos retos, obtidas a partir do emprego de um método espectral na formulacao integral
do modelo S apresentada no capitulo anterior.

O método espectral empregado consiste, inicialmente, na proposicao de uma ex-
pansao truncada em termos de splines ciibicas de Hermite (dotada de coeficientes constantes
a serem determinados), a fim de representar a funcdo incégnita Z(r). Tal expansao é sub-
stituida na equacao integral e, posteriormente, faz-se necessario ainda, a aplicacao de um
esquema de pontos de colocacao a fim de estabelecer um sistema de equagoes que resul-
tara nos valores constantes dos coeficientes da expansao proposta, que fazem com que esta
satisfaca a equagao governante.

Nesse contexto, o sistema linear que determina os coeficientes da expansao proposta
sO é obtido apds a avaliacao de todas as integrais envolvidas na formulacao. Esta, certamente
consiste na tarefa mais dificil deste trabalho, tendo em vista a complexidade e a presenca de
singularidades nos integrandos.

Salienta-se, que a mesma metodologia ja foi empregada anteriormente, na reso-
lugdo dos mesmos problemas, por Kamphorst [KAMPHORST, 2009] e Russi [RUSSI, 2011].
Kamphost, em seu trabalho de tese de doutorado, fez uso dessa metodologia na obtencao de
solugoes de carater analitico a partir da formulagao integral dos modelos BGK e S, sendo
que optou em utilizar o esquema de quadratura de Gauss-Legendre na avaliacao numérica
das integrais. Posteriormente, Russi, em seu trabalho de dissertacao de mestrado, propos a

utilizacao do esquema de quadratura de Gauss-Kronrod na avaliacao das integrais presentes
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na formulagao integral do modelo BGK.

Como o emprego da quadratura de Gauss-Kronrod, proposto por Russi, mostrou-se
mais eficiente em relacao ao emprego da quadratura de Gauss-Legendre proposto inicialmente
por Kamphorst, optou-se, neste trabalho, em também fazer uso do esquema de quadratura
de Gauss-Kronrod na avaliagao das integrais oriundas do emprego da formulacao integral do
modelo S.

Assim sendo, neste capitulo serao apresentadas as definicoes das splines cubicas
de Hermite utilizadas na expansao proposta, detalhes da aplicacao do método espectral,
consideragoes sobre a avaliacao das integrais mediante a aplicacao do esquema de quadratura
de Gauss-Kronrod e, as solugoes de carater analitico obtidas.

Destaca-se, que as solugoes obtidas sao ditas de carater analitico, pois apesar das

integrais serem avaliadas numéricamente, a solugao é fechada para todo r € [0, R].

3.1 Definicao das Splines Cubicas de Hermite

As splines cubicas de Hermite, utilizadas neste trabalho, sao definidas por funcoes
ctibicas em pequenos subintervalos do seu dominio de defini¢cao = € [0, 1], determinados a
partir de nds e, sao nulas fora destes subintervalos, Schultz [SCHULTZ, 1973].

Nesse contexto, existe um par de fungoes splines de Hermite, 3, (x), de ordem «,

associadas a cada né
(s = (a/M)*, B=0,1,..., M. (3.1)

Assim, definido os M + 1 nés (g, tem-se 20 + 2 splines cibicas, definidas de modo distinto

para as ordens pares e impares, de modo que

Sop(w) = Ps(z) (3.2)

Sop11(2) = ps(), (3:3)

para §=0,1,..., M.
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Na defini¢ao das fungoes ctbicas associadas as fungoes ¥3(x) e (), sdo utilizadas

ainda, as expressoes

_ z—=(g
fa(x) = & —Cor (3.4)

_ Cﬁ+1 -z
95(7) = Cor1—Cp (3:5)

Desse modo, para os subintervalos nao nulos, a funcao 1 é definida de modo que

Yo(z) = go(2)[3 — 2g0()], @ € [0, C1l, (3.6)

bp(x) = (3.7)
paraf=1,.. M —1,e

Uar(z) = fi(@)[3 = 2fu(2)], @ € [Car-r, Q- (3.8)

Do mesmo modo para as fungoes ¢, sao definidas nos subintervalos nao-nulos, pelas ex-

pressoes

po(xz) = gy(x), = € [Go, Gl (3.9)

os(z) = (z —Cg)f3(x), se x € [Cp1,s] (3.10)

(= Ca)gs(x), se x € [(p ol

paraf=1,....M — 1, ¢

ou(@) = (x — Cu) fu(@), @ € [Cur-1, Cul. (3.11)

Maiores detalhes e/ou propriedades das splines cubicas de Hermite podem ser en-

contradas em Schultz [SCHULTZ, 1973].
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3.2 Emprego da Expansao Truncada em Termos de Splines Cubicas

Definidas as splines, kamphorst [KAMPHORST, 2009] propos representar a fungao

incégnita da Eq. (2.62) por uma expansao truncada em termos de splines ciibicas de Hermite,

Z(r) = iva%a (%) , (3.12)

a=0

na qual $,(z) indica a spline cibica de Hermite de ordem « e, v,, corresponde ao vetor
Vo = a0 ba]7, (3.13)

de coeficientes a,, e b, que devem ser determinados.
Na expansao proposta na Eq. (3.12), o valor da constante L depende do niimero M

de nés utilizados na definicao das splines cuibicas de Hermite, segundo a expressao
L=2M+1, (3.14)

pois, conforme visto anteriormente, para um nimero M de nés sao definidas 2M + 2 funcoes
splines (note que « varia de 0 até L, logo, a partir da Eq. (3.14), constata-se que sao definidos
2M + 2 valores de «).

Substituindo-se a Eq. (3.12) na Eq. (2.62) e admitindo que nao hé reflexao especular

na superficie do duto (caso em que o termo B(r) é nulo), tem-se
L R

> {va@a(r/R) — / tK(t — r)va%a(t/R)dt} =T. (3.15)
0

a=0

Promovendo as trocas de varidveis

(3.16)

(3.17)
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a Eq. (3.15) passa a ser reescrita na forma

D {vaSa(x) = R*[Ua(x) + Va(2)]} =T, (3.18)

sendo
U,(z) = /Or yK(Ry — Rx)v,Sa(y)dy (3.19)
Vu(z) = / yK(Ry — Rx)v,Sa(y)dy. (3.20)

Na Eq. (3.18), optou-se por dividir o intervalo de integragao y € [0, 1], em y € [0, x]
ey € [z, 1], devido a presenga de singularidades (descontinuidades) na expressao usada para

indicar o nucleo da equacgao

dr

2 .
K(Ry — Rx) = m/@ e " Fo(Ry/T, Rx/T)A(T)ﬁ, (3.21)

decorrente da nao definicao do termo

Iy (Ry/T) Ko (Rz/T), se y<zx
Foy(Ry/7m, Rx/T) = 3.22
(Ry/ /7) Ko (Ry/T) 1y (Rx/T), se y>u ( )

para os casos em que y = .
E, a fim de estabelecer um sistema de equacoes que viabilize a obtencao do valor
dos coeficientes constantes a, e b, da expansao proposta, é utilizado ainda, o esquema de

pontos de colocagao,

. 2
5 = <i> . i=0,1,2, ... L. (3.23)

Desse modo, obtém-se

Y {vaSa(zi) = R* [Ua(;) + Va(2:)]} =T, (3.24)

parat=0,1,2,..., L.
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Entretanto, afim de se estabelecer o sistema de equagoes decorrente da Eq. (3.24),
se optou pelo tratamento de algumas particularidades dos termos envolvidos, bem como,
pela sua escrita na forma escalar/matricial, facilitando assim, sua futura avaliacio [KAM-

PHORST, 2009).

3.2.1 Aspectos Observados na Avaliacao do Nicleo da Equacao

A forma de definigdo do nicleo da equagao integral do modelo S impoem vérias
dificuldades. Dentre elas, cita-se a presenga das fungoes modificadas de Bessel Ij(z) e Ko(z),
que divergem quando seus argumentos tendem para o infinito e para zero, respectivamente.
Assim, para evitar problemas computacionais envolvendo overflows, optou-se em utilizar as

expressoes

In(x) = Ip(x)e™ (3.25)

Ko(z) = Ko(z)e® (3.26)

Diante desse contexto, o termo Fy(Ry/T, Rz/T), usado na definigdo do nucleo da
equagao integral e definido na Eq. (3.22), é escrito na forma
exp{(y — ©)R/7}, (Ry/7) Ko (Rx/7), se y<uz

Fy(Ry/7, R /7) = ) ) . (3.27)
cap{(z — y)R/T} Ko (Ry/7) Lo (Rx/T), se y>u

Consequentemente, tem-se

2

> - dr
—n / 6_72F0(Ry/7', Rx/T)A(T)
0

T2’

K(Ry — Rx) = (3.28)

Outra dificuldade imposta a avaliacao do ntucleo da equacao, consiste na presenca
da divisao por 72, que remete a existéncia de outra singularidade quando 7 tende a zero.
Uma proposta, utilizada por Kamphorst [KAMPHORST, 2009] para contornar tal problema,

consiste em reescrever o nucleo na forma

K(Ry — Rx) = Koy = 2)Ag + Ka(y = 2)As + Ky(y — x)Ay, (3.29)
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onde
2 o ~ dr
Koy — x) = 1—/2/ e Fy(Ry/T, Rz /7)—, (3.30)
/2 J, T
2 R
Koy = x) = m/ e " Fy(Ry/T, Rx/T)dT (3.31)
0
e
2 > —r2 r 2
Kily = z) = — e " Fo(Ry/T, Rx /)T dT (3.32)
d 0

sao fungoes escalares e, as matrizes Ay, Ay, e Ay, estao definidas no capitulo anterior, nas
Egs. (2.66), (2.67) e (2.68).

Outro aspecto ja empregado anteriormente por Kamphorst [KAMPHORST, 2009],
no intuito de facilitar a posterior implementacao computacional, consiste em reescrever o
nicleo da equagao integral na forma matricial

K(Ry — Re) = ku(yie) kiz(y:2) , (3.33)

k?21(y§ f) k22(y§ x)

obtida mediante a substituicao dos termos Ay, Ay e Ay pelas suas respectivas expressoes,

na Eq. (3.29). Nela, tem-se

o (y: ) = 1—30IC0(y a) - %/@(y o)+ 12—5IC4(y 5 3), (3.34)
1\ 12 9\ 1/2

kio(y;x) = — (%> Ko(y — x) + (1—5> Koy — x), (3.35)

kaa(y;2) = Ko(y — ) (3.36)

ko1 (y; x) = kia(y; ). (3.37)
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Diante das alteragoes sugeridas na forma de escrever o nicleo da equagao, K(Ry —

Rz), faz-se necessario também, considera-las na descrigdo dos termos U,(z;) e V,(z;),

definidos nas Egs. (3.19) e (3.20).

Entretanto, primeiramente, é importante do ponto de vista do esfor¢o computacional

requerido para sua futura avaliagdo, que se considerem os intervalos de integragao [dq, €,

para os quais as splines cibicas S, (x) sao definidas como sendo nao nulas. Desse modo, a

Eq. (3.19) pode ser reescrita na forma

Ugy(z;) = /dnw yK(Ry — Rx;)vaSa(y)dy, se
com
Na,i = MIN(T;, €q)
Do mesmo modo, a Eq. (3.20) também pode ser expressa por

Vu(z;)) =0, se x;>e,

com

Mai = max(z;, dy).

T; > dy,

T; < €q

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Posteriormente, também é possivel reescrever o termo vetorial, U,(x;), na forma
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matricial
u(x;
ol = | 1| (3.44)
ug (;)
com
uy (i) = aagy' 1 (%) + bagy'o(ws) (3.45)
e
uy (75) = aagy1(7s) + bagso(Ts), (3.46)

sendo a, e b, os coeficientes da expansdo proposta na Eq. (3.12), enquanto que os termos
gy .(i), para p = {1,2} e ¢ = {1, 2}, sdo definidos em termos das expressoes k; ,(y, z;) dadas

nas Eqgs. (3.34) a (3.37), de modo que

Ipg(xi) =0 se x; < d, (3.47)

e
Gog(Ti) = /d"a Ykpo(Ry — Rx;)So(y)dy  se ;> d,. (3.48)

Da mesma forma, o vetor V,(z;) é reescrito na forma matricial
Va(z;) = iz : (3.49)
vg ()
sendo

v1' (i) = anh{(2:) + bah{ () (3.50)

e

V5 (i) = aahy (2:) + bahi 5 (), (3.51)
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com
pa(@i) =0 se @i >eq (3.52)
e?
hipq(i) = / Yhpo(Ry = R;)Sa(y)dy  se z; < ea, (3.53)

Ma,i

para p = {1,2} e ¢ = {1,2}.

3.2.3 Definicao do Sistema de Equacgoes

Uma vez reescritos o niucleo da equagao e os termos U, (z;) e V,(z;) na forma
escalar /matricial apresentada anteriormente, é possivel reescrever o sistema definido pela

Eq. (3.24), na forma

S o{aa [ia (2:) — R?Av(:)] — ba R?Ara(2:) } = By : (3.54)

S e {00 [Sa (2:) — R2Ag; ()] — b R2Az5(2:)} = By
para:=20,1,..., L, no qual
Apvq = gg,q('rl) + hg,q(xi)v (355)

para p = {1,2} e ¢ = {1,2}, sendo g, (v;) e hy (v;) dados pelas expressoes indicadas nas
Eqgs. (3.47) e (3.48) e, (3.52) e (3.53), respectivamente. E, os termos By e By definidos pelas

componentes do termo fonte I', de modo que

71_1/2 15 1/2
e
1/2
By = —%kl. (3.57)

O sistema assim definido, na Eq. (3.54), é linear e de ordem 2L +2 = 4M +4 (sendo
L a ordem da expansao utilizada e, M o numero de nds usados na definicao das splines

cibicas). Assim, uma vez avaliadas todas as integrais presentes no sistema (3.54), é possivel
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a obtengdo das componentes, a, € b,, do vetor v, da expansao proposta para Z(r) na Eq.
(3.12).

Conhecidos o vetor de coeficientes v, que fazem com que a expansao proposta para
Z(r) satisfaga a equagcao integral do modelo S, aqui utilizada para descrever o escoamento de
um gas rarefeito em um duto cilindrico reto, é possivel determinar quantidades de interesse

fisico para os dois problemas estudados, tais como o perfil de velocidade

u(r) =720 1G(r) (3.58)
¢ o perfil do fluxo de calor
q(r) = [15/(2m)]?[1 0]G(r), (3.59)
sendo
G(r) = :gova%a (}%) T (3.60)

Bem como, a taxa de fluxo do gés e a taxa de fluxo de calor, através das Egs. (2.79) e (2.80),
respectivamente.

Nesse contexto, convém salientar que as expressoes citadas para a obtencao das
quantidades de interesse fisico sao as mesmas para os dois problemas estudados, diferenciando
apenas quanto a utilizacao correta das constantes k; e ks nos termos indicados pelas Egs.
(3.56) e (3.57), lembrando que para o problema creep térmico devem ser usados k; = 0 e kg =
1, enquanto que para o problema de Poiseuille, k; = 1 e ks = 0, Kamphorst [KAMPHORST,
2009].

3.3 Avaliacao Numérica das Integrais

Para a avaliagao numérica das integrais presentes no sistema linear definido na Eq.
(3.54), optou-se pela utilizagdo do esquema de quadratura de Gauss-Kronrod, visto que ja
foi utilizado com éxito no trabalho de dissertagao de Russi [RUSSI, 2011].

O esquema de quadratura de Gauss-Kronrod consiste de uma variagao do esquema

de quadratura de Gauss-Legendre, cuja existéncia se deve a Alexander Kronrod.
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Para cada n pontos de quadratura de Gauss-Legendre, o esquema de Gauss-Kronrod
faz uso destes e mais n + 1 pontos. Assim sendo, o esquema de Gauss-Kronrod de ordem

quinze, por exemplo, possui sete pontos da quadratura de Gauss-Legendre, como pode ser

visto nas Tabelas 3.1 e 3.2, Kronrod [KRONROD, 1965].

Tabela 3.1 — Pontos e pesos Gauss-Legendre com N =7

Pontos Pesos

+0.949107912342759*  0.129484966168870
+0.741531185599394*  0.279705391489277
+0.405845151377397*  0.381830050505119
0* 0.417959183673469

Tabela 3.2 — Pontos e pesos Gauss-Kronrod com N = 15

Pontos Pesos

+0.991455371120813  0.022935322010529
+0.949107912342759* 0.063092092629979
+0.864864423359769  0.104790010322250
+0.741531185599394*  0.140653259715525
+0.586087235467691  0.169004726639267
+0.405845151377397* 0.190350578064785
+0.207784955007898  0.204432940075298
0% 0.209482141084728

Note que os pontos adicionais aos da quadratura de Gauss-Legendre intercalam-se
perfeitamente a estes. Outro aspecto importante, a ser observado, consiste no fato de que
para um numero par N de pontos de quadratura de Gauss-Legendre, tem-se um numero
impar 2N + 1 pontos de Gauss-Kronrod.

No presente trabalho, o calculo dos pontos e pesos da quadratura de Gauss-Kronrod
é realizado mediante a utilizacao de uma sub-rotina sugerida por Calio et. al. [CALIC)
et al., 1986], que faz uso de um problema de autovalores.

O emprego do esquema de quadratura de Gauss-Kronrod se d4 do mesmo modo que

o esquema de pontos de quadratura de Gauss-Legendre, sendo

[ e =Y e ). (3.61)
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onde wy, e u, corresponde aos pesos e pontos da quadratura, respectivamente, e, N é a ordem
da quadratura.

Logo, para avaliacdo de integrais com intervalos de integracao diferentes de [—1, 1],
faz-se necessario, primeiramente, a realizacao de uma troca de variaveis com o intuito de
se ter tal intervalo. Nesse contexto, no presente trabalho, optou-se pela realizacao de duas

formas de trocas de varidveis. Quando o intervalo de integracdo é z € [a, b],

20 —a—Db
= 3.62
) (3.62)

de modo que se tenha

/abf(x)dx _b-9 /1 f <(b_a)z+“+b) dz. (3.63)

2 . 2

E, para os intervalos = € [0, o0],
z2=2e" —1, (3.64)
de modo que se tenha

/Ooof(x)dx:/ll %f (—m (2‘2”)>dz. (3.65)

3.3.1 Aplicagcao do Esquema de Quadratura de Gauss-Kronrod

A avaliac@o dos termos A; 1, Ay 2, A2, € Ao do sistema linear (3.54) depende, entre
outros, da avaliagao do nicleo da equagao integral, conforme definido na Eq. (3.29).

A subdivisao proposta em (3.29), remete a avaliacdo dos termos Ko(Ry — Rux;),
Ko(Ry — Rx;) e K4(Ry — Rux;), definidos em (3.30), (3.31) e (3.32), respectivamente.
Tal abordagem, ja sugerida por Kamphorst [KAMPHORST, 2009], mostrou ser bastante
eficiente, visto que deste modo o termo Ko(Ry — Ruz;) é definido do mesmo modo que o
nucleo da equagao integral do modelo BGK (ja avaliado numéricamente por Kamphorst) e,
os demais nao impoem maiores problemas para sua avaliagdo numérica por quadratura.

O termo Ko(Ry — Rx;), da Eq. (3.30), apresenta uma divisao por 72, o que impoe
dificuldades na avaliagao numérica desta integral nas proximidades de 7 = 0, particularmente

quando os valores de y e x; estiverem bastante proximos. No entanto, quando y e x; nao
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estiverem bastante préximos, como por exemplo, quando |Ry — Rx;| > 0,05, as dificuldades

numéricas, impostas pela divisao por 72

, sa0 minimizadas pelo comportamento numérico das
fungoes modificadas de Bessel.

Diante desse contexto, uma alternativa ja utilizada na avaliagao do nicleo da equacao
integral do modelo BGK [KAMPHORST, 2009; RODRIGUES et al., 2009; RUSSI, 2011],
consiste em somar e subtrair uma outra integral (sem evidentemente alterar o integrando
final), de forma que a integral resultante seja mais facil de ser avaliada. Seguindo esta
metodologia, a avaliacao da integral Ko(Ry — Rx;) é realizada mediante a consideragao de
dois casos, um quando |Ry — Rz;| > 0,05 e outro quando |Ry — Rz;| < 0, 05.

No primeiro caso a avaliacao do nicleo é realizada mediante a troca da variavel T,

efetuada conforme sugere (3.64) e, a consequente aplicacdo do esquema de quadratura de

Gauss-Kronrod. Logo, tem-se

N
2 T

Ko(Ry — Ra;) = Y anhn<y7 i) 2, (3.66)
n=1

sendo N, correspondente ao nimero de pontos de quadratura de Gauss-Kronrod (u,, € [—1,1])

e de seus respectivos pesos (wy,), empregados na avaliagdo numérica da integral, enquanto

que
L
e nFy(Ry/on, Rxifoy,)
hn(y, z;) = : 3.67
(y, ;) 1 (3.67)
e?
1

2 = —In (“ 2+ ) . (3.68)

Assim, no caso em que |Ry — Rx;| > 0,05, o emprego da expressao (3.66) possibilita
a obtengao de resultados com no minimo sete digitos de precisdo (observado mediante a
comparagao dos resultados obtidos com a utilizacao de (3.66) e os resultados da avaliagao
da integral no Maple), com o uso de cinquenta pontos de quadratura. Entretanto, tal
metodologia nao mantém a mesma precisao a medida que y e x; assumen valores mais
proximos.

Consequentemente, para o caso em que |Ry — Rz;| < 0,05, optou-se por utilizar
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uma metodologia que consiste em somar e subtrair um novo termo na Eq. (3.30). Assim,

promovendo a subtracao e a soma da integral

2 <. dr
S = =z | FalByfr Rafn) (3.69)
w2 J T
a Eq. (3.30), tem-se
2 R 2 dr
Ko(Ry — Raz;) = vl <e — 1) Fo(Ry/T, in/T)ﬁ + S1(y, z;). (3.70)

Propoe-se entao, a realizacao da troca de variavel

1

= 3.71
T it (3.71)
que possibilita reescrever a Eq. (3.70) na forma
9 1
KolRy — Re) = — / H(y, 75, 5)ds + S (y, 22, (3.72)
0
em que
H T (R R 3.73
(y, i, 8) = W 0( y/7(s), ﬂfi/T(S)>a (3.73)
sendo
1
T(s) = T 1. (3.74)
Efetuando ainda a soma e a subtracao de
2 (' -
Sy = m/ e *Koy(s)ds (3.75)
0
junto a Eq. (3.72), obtém-se
2 ! .
Ko(Ry — Rz;) = m/ {H(y, Ti, S) + e‘sKO(s)} ds + S1(y, z;) — Sa. (3.76)
0

A avaliacao numérica da primeira integral da Eq. (3.76) pode ser realizada através

da troca da varidvel s, conforme sugerida em (3.63) e, o posterior uso de um esquema de
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quadratura de Gauss-Kronrod. Desse modo, obtém-se

N.
1 - R
KdRy—%RxJ::;ﬁEE:wn{Hﬁhxh&J+wf“Bb@@}—%SK%xJ—n$, (3.77)
n=1

em que

41
P 2+ . (3.78)

Diante disso, o termo S;(y, x;) pode ser avaliado no software Maple, resultando em

27’('_1/2
Sl(y,l'l') = R—xEK (y/l’l) se Yy <w; (379)
ou
2~ 1/2
Si(y,x;) = Ry Ex (z;/y) se y> x; (3.80)

sendo Ek(x) a integral eliptica completa de primeira ordem [ABRAMOWITZ e STEGUN,
1965], a qual, nesse trabalho, é avaliada numericamente em Fortran, com auxilio de uma
subrotina sugerida no préprio livro do Abramovitz e Stegun. Ainda, o termo S,, presente
nas Egs. (3.79) e (3.80), é avaliado no software Maple, resultando em 1, 40202222809807033.

Os termos Kyo(Ry — Rx;) e Ky(Ry — Rux;), por sua vez, nao possuem a divisdo
por 72 e, consequentemente, nao apresentam dificuldades para a sua avaliacio numérica por
quadratura, apesar das descontinuidades nos casos em que y = z, imposta pela definicao do
termo Fy(Ry/7, Rr;/7) da Eq. (3.27); fato esse, contornado pela subdivisao do intervalo de
integragao y, na Eq. (3.18), em y € [0,z] e y € [z,y]. Assim, as integrais das Eqgs. (3.31)
e (3.32) podem ser avaliadas diretamente pelo esquema de quadratura de Gauss-Kronrod,
mediante a realizagdo da troca da varidvel 7, conforme sugerido em (3.64). Desse modo,

obtém-se

N.
2 T
’Cg(y — Zl}l) = _7r1/2 E wnhn(y,xz) (381)
n=1

N
2 T
Ky(ly — x;) = —i anhn(y, 7)) 22 (3.82)
n=1
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Nas Eqs. (3.81) e (3.82), N, também indica a ordem da quadratura empregada e,
os termo h,(y,z;) e z, sdo definidos em (3.67) e (3.68), respectivamente.

Assim sendo, o termo Koy — z;) é avaliado em (3.66) ou (3.77), dependendo se
|Ry — Rz;| > 0,05 ou |Ry — Rx;| < 0,05 e, Koy — ;) e Ky(y — ;) pelas expressoes (3.81)
e (3.82). Com isso, torna-se possivel também, a avaliagdo dos termos ki1(y;x), ki2(y; ),
koo (y; x) € kot(y; x), definidos em (3.34), (3.35), (3.36) e (3.37), respectivamente.

Com a avaliagdo numérica dos termos ki1 (y; ), ki2(y; ), koo (y; ) € ko1 (y; x), torna-
se possivel ainda, a avaliacdo de gy (v;) e hy (z;), indicadas em (3.47) e (3.48) e, (3.52)
e (3.53), respectivamente. Assim, visando promover a avaliagdo por meio do esquema de
quadratura de Gauss-Kronrod, primeiramente, é realizada a troca da varidvel y, conforme

troca sugerida na Eq. (3.63). Assim sendo, obtém-se

go,(xi) =0, se x;<d, (3.83)

ou
9o (i) = o Zwm oimbpg(RSG ;1 — R1)Sa (S5 ,,,) se 13 <dg (3.84)

e,
hy () =0, se x; > e, (3.85)

ou
=, Zwm S imkipg(RSE ;o — Ri)Sa(Sh,,,) se ;< eq. (3.86)

Nas Eqgs. (3.84) e (3.86), N, corresponde ao numero de pontos de quadratura de
Gauss-Kronrod (p,,,) e de seus respectivos pesos (wy,), usados para a avaliacdo das integrais

¢,

s = 25—, (3.87)
Cb’, - w’ (3.88)
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 (Nag — do)pm + do 4 Nay

oim = 5 (3.89)
a a,i)Hm da a,l
i = o Mt - & e (3.90)

Dessa modo, com a avaliagdo numérica de g5 (z;) e g5 (7;), torna-se possivel a
avaliacao dos termos A; 1, A1 2, Aa1, € Aoy, definidos na Eq. (3.55), que viabiliza a resolucao
do sistema linear (3.54).

A solucao do sistema linear, por sua vez, estabelece o vetor v, de coeficientes cons-
tantes da expansao proposta. A partir destes é possivel determinar as quantidades de inter-
esse fisico dos problemas estudados, entre elas, a taxa de fluxo do gas (U) e a taxa de fluxo
de calor (Q). Tais quantidades sado definidas em (2.79) e (2.80) e, também necessitam da

avaliacao de uma integral. Nesse intuito, propoe-se a realizagao da troca de variadveis

n(r) = % -1, (3.91)

que viabiliza a avaliacao pela quadratura de Gauss-Kronrod, a partir das expressoes

N,
2 - * *
U= o2 thrhu(rh) (3.92)
h=1
e
2 &
Q= 2> wnrialri). (3.99)
h=1

sendo N, o numero de pontos de quadratura empregado, e

R
T, = 5(/~Lh +1). (3.94)



CAPITULO 4

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sao apresentados e discutidos resultados numéricos para quantidades
de interesse fisico do problema de Poiseuille e creep térmico, em dutos cilindricos, obtidos a
partir da implementacao em Fortran das respectivas solugoes de carater analitico, conforme

definidas no capitulo anterior.

4.1 Aspectos Computacionais

Optou-se pela implementagao em Fortran, visto que a mesma linguagem de pro-
gramagao ja permitiu a obtencao de resultados numéricos em trabalhos anteriores [KAM-
PHORST, 2009] e, além disso, mostrou demandar um tempo computacional muito menor se
comparado com a implementacao em Matlab feita por Russi [RUSSI, 2011].

O trabalho de implementagao das solugoes analiticas apresentadas no capitulo an-
terior, para os dois problemas estudados, iniciou com a elaboracao de subrotinas especificas

para:

e determinar os M + 1 nds utilizados na definicao das funcoes splines;

e avaliar as splines cubicas de Hermite, conforme definidas no inicio do capitulo 3;
e obter os L + 1 pontos de colocacao, sendo L = 2M + 1;

e calcular os pontos e os respectivos pesos da quadratura de Gauss-Kronrod;

e avaliar numericamente as funcoes modificadas de Bessel, presentes na definicao do

ntcleo;

e avaliar a integral eliptica completa da primeira ordem, usada na avaliacao de Ko(Ry —

Rz;);
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e avaliar o termo Ko(Ry — Rux;), a partir das Eqgs. (3.66) e (3.77), dependendo se
|Ry — Rx;| > 0,05 ou se |Ry — Rx;| < 0,05;

e avaliar os termos Ko(Ry — Rx;) e K4(Ry — Rx;), mediante utilizacdo das expressoes

(3.81) e (3.82);

e avaliar os termos kq1(y; x), k12(y; x), kao(y; ) € kot(y; x), definidos em (3.34), (3.35),
(3.36) e (3.37), respectivamente;

e avaliar a expressdo g5 (7;), para p = {1,2} e ¢ = {1, 2}, conforme definida em (3.83)

e (3.84);

e avaliar a expressao hy (z;), para p = {1,2} e ¢ = {1,2}, conforme definida em (3.85)
e (3.86);

e avaliar os termos Aj 1, A2, Asq € Aso da expressao (3.55);
e avaliar as expressoes By e By das Eqgs. (3.56) e (3.57), respectivamente;

e determinar os termos da forma matricial do sistema linear (3.54), de ordem 4M + 4 =

2L + 2;

Faz-se necessario ainda, a utilizacao de alguns parametros de entrada, tais como,
o raio R do duto cilindrico e os nimeros N, N, e N, de pontos de quadratura de Gauss-
Kronrod, usados na avaliagao das integrais das variaveis 7, y e r, respectivamente. Também
se faz necessario a utilizacao do parametro de entrada M, que determina o nimero de nods
usados na definicao das splines cibicas, bem como, estabelece a ordem L +1 =2M + 2 da
expansao empregada e, consequentemente, define a ordem 4M +4 = 2L+ 2 do sistema linear
obtido.

Para a resolugao do sistema linear, é proposto o emprego das subrotinas DGEFA
e DGESL do pacote LINPACK, Dongarra et al. [DONGARRA et al., 1979]. A solugao
obtida, consiste dos coeficientes constantes a,, b,, dos vetores v,, que fazem com que a
expansao (3.12) satisfaca a formulacdo integral dos problemas estudados, apresentada no

final do capitulo 2.
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Assim, uma vez definidos os vetores v, a expressao G(r) da Eq. (2.78), pode ser

reescrita na forma

G(r) = Zva%a <%> -T (4.1)

e, possibilita a obtencao do perfil de velocidade u(r) e do perfil de calor ¢(r), conforme
indicados nas Eqs. (2.76) e (2.77), respectivamente. Posteriormente, é possivel se obter
ainda, a taxa de fluxo do gas (U) e a taxa de fluxo do calor (@), que sao definidos em (2.79)
e (2.80) e, avaliados pelas expressoes indicadas nas Egs. (3.91) e (3.92).

Nesse contexto, salienta-se que, na implementacao, a distincao dos problemas de
Poiseuille e creep térmico se d4 mediante o emprego adequado das constantes k; e ko, pre-
sentes na definigao do termo fonte, indicado em (2.69), e nas expressoes By e By dadas em

(3.56) e (3.57), respectivamente.

4.1.1 Analise de Convergéncia

Comparando o emprego do esquema de quadratura de Gauss-Kronrod com o es-
quema de quadratura de Gauss-Legendre utilizado em Kamphorst [KAMPHORST, 2009],
na avaliagdo das integrais presentes na formulagao integral do modelo cinético S (usada na
modelagem dos dois problemas considerados), é possivel constatar uma maior eficiéncia do
esquema de quadratura utilizado neste trabalho.

Ambos os esquemas de quadratura mostraram-se muito eficientes, sendo que nos
casos em que a singularidade é mais acentuada, o esquema de quadratura de Gauss-Kronrod
pode ser mais preciso, sobretudo para as menores ordens de quadratura, conforme pode ser
visto no grafico da figura (4.1), que apresenta os erros relativos cometidos ao avaliar o termo
Ko(0,00003 — 0,00002), em fungao do nimero de pontos e pesos de quadratura de cada um
dos dois esquemas considerados.

Assim sendo, mediante a utilizacao de quadraturas da mesma ordem, o esquema de
Gauss-Kronrod também possibilita a obtencao de resultados numéricos mais precisos para
as grandezas de interesse fisico, se comparado com o esquema de Gauss-Legendre.

Afim de comparar os resultados numéricos obtidos mediante o emprego dos dois
esquemas de quadratura mencionados (Gauss-Kronrod e Gauss-Legendre), se optou pela

apresentacao de graficos contendo os erros relativos cometidos na avaliagao da taxa de fluxo



5 48
1 T T T T T T T T T

& o Gauss-Legendre
09t & ¥ ¥ Gauss-Kronrod | A

0.8t .

06 .

o4t 1
0at o :
02} b & :

I:l.1' i W

O
>
[y,
o

I:I 1 1 1 1 1 1
20 30 40 a0 Tl 70 80 a0 1m0 110 120

Mimero de Pontos de Quadratura

Figura 4.1 — Erro relativo ao avaliar Ky(0,00003 — 0,00002)

do gés (U) e na taxa de fluxo de calor (@), oriundos do emprego de esquemas de quadratura
de mesma ordem e, fazendo variar o nimero M de nés empregados na definicao das splines
cubicas.

Assim, fazendo uso dos numeros N, = 50, N, = 60 e N, = 50 de pontos de
quadratura da Gauss-Legendre (ordens pares) e, N, = 49, N, = 59 e N, = 49 pontos de
quadratura da Gauss-Kronrod (ordens impares), bem como, R = 5, para os parametros de
entrada, obteve-se os resultados que geraram os graficos das figuras (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5).
As figuras (4.2) e (4.3) apresentam os erros relativos no calculo das taxas de fluxo do gés,
para os problemas de Poiseuille e creep térmico. Enquanto que, as figuras (4.4) e (4.5),
ilustram os erros relativos das taxas de calor obtidas para os mesmos problemas.

Observando as figuras (4.2), (4.3), (4.4) e (4.5), constata-se que em ambos 0s casos,
os erros relativos indicados sao ligeiramente menores mediante o emprego do esquema de
Gauss-Kronrod, independentemente dos valores de M utilizados. O mesmo também pode

ser observado, mediante a comparacao dos resultados de outros valores de R.
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As informagoes contidas nas figuras (4.6) e (4.7) s@o obtidas mediante a utilizacao do
esquemas de quadratura de Gauss-Kronrod, de ordens N, = 51, N, = 61 e IV, = 51, sendo
considerados dois casos, R = 0,5 e R = 5. Assim, considerando a adimensionalizacao indi-
cada em (2.32), os dois casos correspondem, respectivamente, a escoamentos com nimeros
de Knudsen K, = 1,41 e K,, = 0,14, ou seja, escoamentos no regime de transicao.

Nas figuras (4.6) e (4.7) é possivel observar que a convergéncia ¢ mais réapida no
caso em que R = 0,5, se comparado com R = 5. Do mesmo modo, é possivel constatar
também, que os resultados numéricos sempre convergem melhor nos casos em que se tem os
menores valores de R. Nesse aspecto, convém lembrar que a formulacao integral considera
o raio fisico do duto (R), adimensionalizado, em termos do nimero de Knudsen, conforme
indicado em (2.32). Logo, conclui-se que a convergéncia do método ¢ melhor nos casos em
que os escoamentos estao no regime de moléculas livres e de transi¢ao, respectivamente, onde
nao é valida a hipétese do continuo.

O erro relativo das figuras (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) e (4.7) foi calculado
pela diferenga do resultado encontrado e o resultado obtido por Kamphorst [KAMPHORST,
2009]. Além disso, a figura (4.1) foi feita no software Matlab e as demais figuras foram feitas

no software Excel.
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4.2 Quantidades de Interesse fisico

Aqui sao apresentados e discutidos alguns resultados numeéricos para quantidades
de interesse fisico dos problemas de Poiseuille e creep térmico, obtidos com auxilio da im-
plementacao em Fortran, realizada a partir das solugoes de carater analitico indicadas no
capitulo anterior.

Os parametros de entrada utilizados para tanto, consistem dos ntmeros N, = 51,
N, = 61 e N, = 51 de pontos de quadratura de Gauss-Kronrod, bem como, do ntimero
M = 500 de nés usados na definicao das splines ctbicas de Hermite. Salienta-se, que
mediante a utilizacao de M = 500, a expansao truncada em termos de splines cubicas de
Hermite é da ordem L = 2001 e, o sistema linear obtido é da ordem 2004.

Nesse contexto, é possivel obter resultados numéricos com cinco a seis digitos de
precisao (mesmo os casos em que se tem os maiores valores de R), observados a partir de testes
de convergéncia e da comparacao com resultados disponiveis nos trabalhos de Kamphorst

[KAMPHORST, 2009] e Siewert e Valougeorgis [SIEWERT e VALOUGEORGIS, 2002].

O tempo computacional requerido para a obtencao de todas as quantidades de inter-
esse fisico de um problema, dado o valor de R, é de aproximadamente duas horas e cinquenta
e dois minutos, utilizando um computador com processador Intel Celeron de 3GB de meméria
e de 160HD. No entanto, para os casos em que se tem os menores valores de R, esse tempo
poderia ser reduzida significativatimente (para poucos minutos), mediante a utilizagdo de

parametros de entrada menores e, com a garantia do mesmo nimero de digitos de precisao.
4.2.1 Perfis de Velocidade

Como ja mencionado anteriormente, no contexto desse trabalho, o perfil de veloci-
dade u(r) do escoamento gasoso ¢ definido em (2.76).

As tabelas 4.1 e 4.2 apresentam resultados numéricos para velocidades do escoa-
mento de um gas em um duto cilindrico com diferentes valores para o R, nos problemas de
Poiseuille e creep térmico, respectivamente. Tais valores sao adimensionais (devido a adi-
mensionalizagdo da formulagao utilizada) e, correspondem a unidades de comprimento por
unidade de tempo.

Os valores sao apresentados em notacao cientifica, sendo que —8.839084(—4), por

exemplo, corresponde a —8.839084 - 10~%. E, os sinais negativo e positivo, indicam sentido



opostos do escoamento.

Tabela 4.1 — Velocidades para o Problema de Poiseuille

r/R| R=0.001 R=01 R=1 R =150

0.00 | -8.839084(-4) | -8.519925(-2) | -9.857250(-1) | -6.425817(+2)
0.05 | -8.833535(-4) | -8.513781(-2) | -9.846484(-1) | -6.410198(+2)
0.10 | -8.816859(-4) | -8.495330(-2) | -9.814157(-1) | -6.363582(+2)
0.15 | -8.788960(-4) | -8.464473(-2) | -9.760140(-1) | -6.286057(+2)
0.20 | -8.749677(-4) | -8.421035(-2) | -9.684220(-1) | -6.177695(+2)
0.25 | -8.698776(-4) | -8.364767(-2) | -9.586087(-1) | -6.038549(+2)
0.30 | -8.635942(-4) | -8.295336(-2) | -9.465324(-1) | -5.868658(+2)
0.35 | -8.560770(-4) | -8.212310(-2) | -9.321388(-1) | -5.668050(+2)
0.40 | -8.472745(-4) | -8.115143(-2) | -9.153589(-1) | -5.436744(+2)
0.45 | -8.371223(-4) | -8.003147(-2) | -8.961054(-1) | -5.174745(+2)
0.50 | -8.255395(-4) | -7.875462(-2) | -8.742680(-1) | -4.882048(+2)
0.55 | -8.124247(-4) | -7.731009(-2) | -8.497067(-1) | -4.558639(+2)
0.60 | -7.976485(-4) | -7.568406(-2) | -8.222415(-1) | -4.204490(+2)
0.65 | -7.810442(-4) | -7.385869(-2) | -7.916370(-1) | -3.819564(+2)
0.70 | -7.623908(-4) | -7.181032(-2) | -7.575771(-1) | -3.403805(+2)
0.75 | -7.413859(-4) | -6.950650(-2) | -7.196218(-1) | -2.957143(+2)
0.80 | -7.175949(-4) | -6.690054(-2) | -6.771274(-1) | -2.479465(+2)
0.85 | -6.903480(-4) | -6.392022(-2) | -6.290798(-1) | -1.970546(+2)
0.90 | -6.584874(-4) | -6.044039(-2) | -5.736804(-1) | -1.429689(+2)
0.95 | -6.195312(-4) | -5.619170(-2) | -5.069449(-1) | -8.534502(+1)
1.00 | -5.615159(-4) | -4.986658(-2) | -4.084488(-1) | -1.745521(+1)
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Tabela 4.2 — Velocidades para o Problema Creep Térmico

r/R| R=0.001 R=01 R=1 R = 50
0.00 | 4.405025(-4) | 3.803187(-2) | 2.646628(-1) | 1.435209(1)
0.05 | 4.402252(-4) | 3.800310(-2) | 2.644042(-1) | 1.429123(1)
0.10 | 4.393919(-4) | 3.791671(-2) | 2.636270(-1) | 1.402502(1)
0.15 | 4.379977(-4) | 3.777218(-2) | 2.623251(-1) | 1.360395(1)
0.20 | 4.360345(-4) | 3.756866(-2) | 2.604885(-1) | 1.301916(1)
0.25 | 4.334908(-4) | 3.730489(-2) | 2.581027(-1) | 1.254162(1)
0.30 | 4.303507(-4) | 3.697920(-2) | 2.551482(-1) | 1.137218(1)
0.35 | 4.265940(-4) | 3.658941(-2) | 2.515996(-1) | 9.874116(0)
0.40 | 4.221949(-4) | 3.613279(-2) | 2.474251(-1) | 9.346064(0)
0.45 | 4.171212(-4) | 3.560590(-2) | 2.425844(-1) | 8.751990(0)
0.50 | 4.113326(-4) | 3.500441(-2) | 2.370272(-1) | 7.658995(0)
0.55 | 4.047781(-4) | 3.432291(-2) | 2.306897(-1) | 6.371250(0)
0.60 | 3.973932(-4) | 3.355447(-2) | 2.234909(-1) | 5.076392(0)
0.65 | 3.890945(-4) | 3.269012(-2) | 2.153256(-1) | 3.786722(0)
0.70 | 3.797714(-4) | 3.171800(-2) | 2.060538(-1) | 2.297797(0)
0.75 | 3.692727(-4) | 3.062182(-2) | 1.954826(-1) | 9.808535(-1)
0.80 | 3.573811(-4) | 2.937813(-2) | 1.833324(-1) | 8.115297(-1)
0.85 | 3.437616(-4) | 2.795065(-2) | 1.691675(-1) | 7.605063(-1)
0.90 | 3.278351(-4) | 2.627650(-2) | 1.522226(-1) | 6.425382(-1)
0.95 | 3.083604(-4) | 2.422024(-2) | 1.308204(-1) | 5.314175(-1)
1.00 | 2.793541(-4) | 2.112361(-2) | 9.645220(-2) | 4.306210(-1)

25
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4.2.2 Perfil da Taxa de Calor

A seguir sao apresentados valores dos perfis da taxa de calor (em unidades de

poténcia por unidade de drea de seccao transversal ao fluxo), conforme definido em (2.77).

Tabela 4.3 — Fluxo de Calor para o Problema de Poiseuille

r/R| R=0.001 R=0.1 R=1 R =50

0.00 | 4.405027(-4) | 3.808691(-2) | 2.736715(-1) | 8.458907(-1)
0.05 | 4.402255(-4) | 3.805793(-2) | 2.733814(-1) | 8.422649(-1)
0.10 | 4.393921(-4) | 3.797090(-2) | 2.725094(-1) | 8.396594(-1)
0.15 | 4.379979(-4) | 3.7825323(-2) | 2.710486(-1) | 8.375866(-1)
0.20 | 4.360348(-4) | 3.762030(-2) | 2.689871(-1) | 8.359273(-1)
0.25 | 4.334910(-4) | 3.735458(-2) | 2.663079(-1) | 8.346168(-1)
0.30 | 4.303509(-4) | 3.702647(-2) | 2.629883(-1) | 8.336161(-1)
0.35 | 4.265942(-4) | 3.663379(-2) | 2.589986(-1) | 8.328903(-1)
0.40 | 4.221951(-4) | 3.617375(-2) | 2.543011(-1) | 8.314499(-1)
0.45 | 4.171214(-4) | 3.564289(-2) | 2.4884874(-1) | 8.302745(-1)
0.50 | 4.113327(-4) | 3.503684(-2) | 2.425818(-1) | 8.283371(-1)
0.55 | 4.047782(-4) | 3.435012(-2) | 2.354253(-1) | 8.256634(-1)
0.60 | 3.973933(-4) | 3.357574(-2) | 2.272828(-1) | 8.212094(-1)
0.65 | 3.800945(-4) | 3.270464(-2) | 2.180292(-1) | 8.138880(-1)
0.70 | 3.797714(-4) | 3.172482(-2) | 2.074972(-1) | 8.044167(-1)
0.75 | 3.692727(-4) | 3.061982(-2) | 1.954555(-1) | 7.739381(-1)
0.80 | 3.573811(-4) | 2.936594(-2) | 1.815670(-1) | 7.495665(-1)
0.85 | 3.437615(-4) | 2.792649(-2) | 1.653034(-1) | 7.107495(-1)
0.90 | 3.278349(-4) | 2.623790(-2) | 1.457309(-1) | 6.333049(-1)
0.95 | 3.083601(-4) | 2.416318(-2) | 1.207862(-1) | 2.634215(-1)
1.00 | 2.793537(-4) | 2.103640(-2) | 7.986685(-2) | 1.088031(-1)




Tabela 4.4 — Fluxo de Calor para o Problema Creep Térmico

r/R] R=0.001 R=01 R=1 R = 50

0.00 | -1.986129(-3) | -1.732065(-1) | -1.043877(0) | -2.874992(0)
0.05 | -1.984883(-3) | -1.731765(-1) | -1.043119(0) | -2.794977(0)
0.10 | -1.981136(-3) | -1.728163(-1) | -1.040838(0) | -2.734969(0)
0.15 | -1.974869(-3) | -1.722136(-1) | -1.037012(0) | -2.665962(0)
0.20 | -1.966043(-3) | -1.713648(-1) | -1.031604(0) | -2.604956(0)
0.25 | -1.954608(-3) | -1.702643(-1) | -1.024559(0) | -2.534950(0)
0.30 | -1.940491(-3) | -1.689050(-1) | -1.0158052(0) | -2.444946(0)
0.35 | -1.923602(-3) | -1.672775(-1) | -1.005246(0) | -2.364941(0)
0.40 | -1.903826(-3) | -1.653701(-1) | -9.927633(-1) | -2.274937(0)
0.45 | -1.881017(-3) | -1.631679(-1) | -9.782049(-1) | -2.174932(0)
0.50 | -1.854993(-3) | -1.606523(-1) | -9.613806(-1) | -2.064927(0)
0.55 | -1.825526(-3) | -1.577999(-1) | -9.420497(-1) | -1.984920(0)
0.60 | -1.792325(-3) | -1.545811(-1) | -9.199046(-1) | -1.874906(0)
0.65 | -1.755016(-3) | -1.509574(-1) | -8.945456(-1) | -1.834876(0)
0.70 | -1.713101(-3) | -1.468778(-1) | -8.654398(-1) | -1.774796(0)
0.75 | -1.665901(-3) | -1.422726(-1) | -8.318529(-1) | -1.704557(0)
0.80 | -1.612438(-3) | -1.370416(-1) | -7.927214(-1) | -1.623782(0)
0.85 | -1.551205(-3) | -1.310299(-1) | -7.463918(-1) | -1.500976(0)
0.90 | -1.479600(-3) | -1.239697(-1) | -6.899781(-1) | -1.399141(0)
0.95 | -1.392041(-3) | -1.152861(-1) | -6.172195(-1) | -1.204118(0)
1.00 | -1.261629(-3) | -1.022000(-1) | -4.972757(-1) | -8.176098(-1)
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4.2.3 Taxas de Fluxo

As tabelas 4.5 e 4.6 apresentam taxas de fluxo do gés e de calor para os problemas de
Poiseuile e creep térmico, obtidos a partir da implementagao das expressoes (3.92) e (3.93).
Os valores das taxas de fluxo do gds (ou taxa de escoamento) sao correspondentes
a unidades de volume por unidade de tempo, enquanto que as taxas de fluxo de calor, a

unidades de potencia.

Tabela 4.5 — Taxas de Fluxo do Gés

R Poiseuille | Creep Térmico
0.001 | -1.499564(0) | 7.469326(-1)
0.1 |-1.409017(0) | 6.208756(-1)
1 -1.476443(0) | 3.967497(-1)
50 | -1.335615(1) | 2.244166(-2)

Tabela 4.6 — Taxas de Fluxo do Calor

R Poiseuille | Creep Térmico
0.001 | 7.469326(-1) | -3.369502(0)
0.1 |6.208756(-1) | -2.880057(0)
1 3.967497(-1) | -1.674547(0)
50 | 2.244166(-2) | -7.362002(-2)

Nas tabelas 4.5 e 4.6 é possivel observar que as taxas de fluxo de calor do prob-
lema de Poiseuille correspondem, numericamente, aos valores das taxas de fluxo do gas no
problema creep térmico, fato esse, ja evidenciado por Siewert e Valougeorgis [SIEWERT e
VALOUGEORGIS, 2002].

Segundo Kamphorst [KAMPHORST, 2009], ao analisar o comportamento do médulo
das taxas de fluxo do gas em funcao do raio R do duto, constata-se que, no problema de
Poiseuiile estas assumem valores minimos nos casos em que se tem R préximo de 0, 3, en-
quanto que no problema creep térmico, decrescem com o aumento dos valores de R.

Observando o valor absoluto dos resultados encontrados para as taxas de fluxo de
calor, nos problemas de Poiseuille e creep térmico, constata-se que em ambos os valores
diminuem com o aumento dos valores de R. Diante desse fato, evidencia-se a presenca de

maiores taxas de fluxo de calor em micro ou nanocanais.
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4.3 Analise dos Perfis de Velocidade em Diferentes Estados de Rarefacao

Nesta sessao é apresentada uma andlise grafica dos perfis de velocidade para os
problemas de poiseuille e creep térmico, utilizando como parametros de entrada N, = 51,
N, =61, N, =51, M = 500 e valores distintos de R.

Optou-se pelos valores de R = 150, R =50, R =1 e R = 0.001, que correspondem,
respectivamente, a escoamentos nos regimes continuo, slip-flow, transi¢ao e moléculas livres,

visto que a adimensionalizagao utilizada na presente formulacao, considera

K, =Y (4.2)

A figura 4.8 indica gréaficos de perfis de velocidade para o problema de Poiseuille,
enquanto que a figura 4.9, graficos de perfis de velocidade para o problema creep térmico.

Nas duas figuras, a primeira linha de graficos apresenta perfis de velocidade para
o escoamento de um gas rarefeito em dutos cilindricos com R = 150 e R = 50, que cor-
respondem, respectivamente, a escoamentos nos regimes continuo e slip-flow. No primeiro,
a velocidade do gds na parede é inferior a 0,1% da velocidade maxima do escoamento, o
que torna viavel sua modelagem mediante a utilizacao das equacoes de Navier-Stokes com
condicao de nao deslizamento na parede. No segundo grafico, este percentual aumenta para
aproximadamente 2, 7% no problema de Poiseuille e 3% no problema creep térmico, o que
inviabiliza a utilizacao da condicao de nao deslizamento.

Na segunda linha de gréaficos, sao apresentados os perfis de velocidade para R = 1
e R = 0,001, que equivalem, respectivamente, a escoamentos nos regimes de transicao e de
moléculas livres. Neles, as velocidades do gds na parede correspondem aproximadamente a
41,7% e 63,5% da velocidade maxima do escoamento no problema de Poiseuille e, 38% e
63% no problema creep témico, resultados estes decorrentes dos efeitos de maior rarefacao
do gas.

Tais constatagoes vao de encontro com GAD-EL-HAK [GAD-EL-HAK, 2005], visto
que nos casos em que se tem os maiores valores para o nimero de Knudsen (correspondente
aos menores valores de R), tem-se maior influéncia dos efeitos de rarefagio, o que inviabiliza

a hipétese do continuo.
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Perfil de Velocidade para R = 150
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Figura 4.8 — Perfis de Velocidade do problema de Poiseuille
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

Observa-se ao final deste trabalho que o emprego do método espectral, baseado na
utilizagao de uma expansao truncada em termos de splines ciibicas de Hermite e o uso de
um esquema de pontos de colocagdo, na formulagao integral/vetorial do modelo S, tem se
mostrado uma boa alternativa na abordagem dos dois problemas classicos da dinamica dos
gases rarefeitos, denominados de Poiseuille e creep térmico.

Nesse contexto, o emprego do esquema de quadratura de Gauss-Kronrod favoreceu
a obtencao de resultados numéricos mais precisos, se comparado com a utilizacao do es-
quema de quadratura de Gauss-Legendre de mesma ordem. Fato esse, que contribui para a
diminuicao do esfor¢co computacional requerido para se alcancar resultados numéricos, com
uma determinada precisao, se comparado com a metodologia empregada por Kamphorst

[KAMPHORST, 2009].

Salienta-se que o modelo S forneceu resultados mais precisos se comparados com
os respectivos resultados obtidos com a utilizacao do modelo BGK, tendo em vista que faz
uso de uma expansao de ordem superior para representar o processo de espalhamento das
particulas do gas. Outra diferencao basica entre as duas formulagoes consiste no fato da
formulagao integral do modelo S, empregada neste trabalho, ser vetorial.

A implementagao em Fortran das solucoes de cardter analitico encontradas para
os problemas de Poiseuille e creep térmico, possibilitaram a obtencao de resultados para
quantidades de interesse fisico com um numero significativo de digitos de precisao, o que
favoreceu a realizagao da analise dos resultados numéricos.

Assim, pode se constatar perfis parabdlicos para as velocidades, bem como, para as
taxas de fluxo. Nestes perfis, os maiores valores (em mdédulo) das quantidades de interesse

fisico situam-se na regiao central do duto e, conforme evidenciado graficamente para os perfis
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de velocidade, nas proximidades do duto que delimita o escoamento, tais valores dependem
significativamente do estado de rarefagao do gas.

De um modo geral, quanto menor o valor do raio R do duto cilindrico, maiores sao as
influéncias dos fenomenos de rarefagao. Contudo, é justamente nestes casos que as solucoes
implementadas melhor convergem. Logo, é correto afirmar que a presente metodologia é
aplicavel em todos os regimes de rarefacao, porém mostra-se mais eficiente para obtencao
de resultados de escoamentos no interior de micro ou nanocanais, os quais constituiram a

motivacao central para a realizacao do presente trabalho de dissertacao de mestrado.
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